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La premIere partie est devolue a une synthese des problemes sta
tistiques poses par I'ajustem=nt de la courbe de Von Bertalanffy. Un premier
volet de cette synthese est consacree a la regression classique, sous hypothese
de normalite et d'independance des residus. Le deuxieme volet est consacre
aux techniques de reechantillonnage, les points et formules essentiels du Jackknife
et du Bootstrap etant presentes. La possibilite d'utiliser comme valeur centrale

des longueurs pour un a~e donne, les modes ou medianes, outre les moyennes
arithmetiques, est discutee, en liaison avec les techniques de reechantillonnage,
les mieux a meme de fournir dans un tel contexte des elements d'inferences.

Un logiciel a ete ecrit, effectuant des ajustements par les moindres
carres (eventuellement ponderes)' des valeurs centrales evoquees, et procedant
aux reechantillonnages classiques. Ce logiciel couvre, en outre, les possibili tes
de retrocalcul. Un exemple est finalement traite.

Summary

This paper is devoted to statistical problems associated to the estima
tion of the parameters of a Von Bertalanffy growth curve. A first part corres
ponds to theoretical considerations, first within the classical regression point
of view, corresponding to residuals normaly and independently distributed, then
to resampling techniques (Jackknife/Bootstrap). The possibility of using not
only the arithmetic mean of observed lengths for a given age, but also medians
and modes is discussed.

A software has been written in Fortran, which makes it possible
to fit by (Weighted) least squares either mean, median or modal length at age,
and provides estimates of variances/covariances using the classical approxi
mation within regression theory or resampling techniques. An example, correspon
ding real data is finally.
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INTRODUCTI ON

Le regain cl' interet pour les methodes reposant sur les
distributions de longueur (JONES, 1979, 1981) a accru I' interet pour une
estimation fiable des parametres de I' equation de Von Bertalanffy.

Le developpement des etudes de sensibilite, et notamment des
methodes delta (LAUREC et MESNIL, 1985 et LAUREC, 1986) a egalement mis
I' accent sur la necessite de disposer d' elements d' inferences statistiques
sur les estimations obtenues. Dans le meme temps, les techniques de
reechantillonnage (Jackknife, Bootstrap) se sont developpees, dotant les
statisticiens .d' outils nouveaux.

Le present. document se situe ä la rencontre des besoins et des
POSsibilites mentionnes. Il presente ainsi un rappel sur I' ajustement du
modele de Von Bertalanffy vu comme un probleme de regression classique.
Il aborde ensuite I' application des techniques de reechantillonnage, en
5' efforc;ant d' offrir aux halieutes un somrnaire des pointifs eIes d' une
approche statistique dont ils ne sont pas toujours familiei::s. Au passage,
la POSsibilite d' utiliser comme valeur centrale des longueurs pour un age
donne, non la moyenne arithmetique, mais d' autres statistiques teIles que
la mediane ou le mode est evoque. Le logiciel qui a ete developpe est
ensuite presente, avant qu' un exempIe numerique soit traite.

1. Nature du modele et notations

Le modele postule pour decrire la croissance lineaire est le
classique modele de Von Bertalanffy, selon lequel la longueur observee 1;1.;)

du j -eme poisson (j = 1, 2, ... , nd appartenant au groupe d' age i (i =
1,2, ... , I) 5' exprime :

1 1;1.;) = e1 (1 - exp (-e2 (~ - e3») I (1)

Oll e1, e2 et e3 sont habituellement notes Im, K et to
respectivement. En notant e le vecteur colonne des parametres du modele,
ce dernier peut s' ecrire sous forme condensee :

1;1.;) = f (~, e)

Oll t;l. designe l'age du groupe i, considere, en general, comme
connu sans erreur.

Les developpements qui vont suivre s' inscrivent dans une
problematique generale, celle de I' ajustement de model·e. Il est considere

. que le choix de la formulation analytique (1) r1 est pas arbitraire, et
qu' il est legitime de s' interroger sur la 11 vraie valeur" que possooent les
parametres e. Cela legitime la recherche d' une procooure qui non seulement
resume au mieux les donnees,mais qui de surcro3:t fournisse des
estimations les plus proches possible des vraies valeurs (inconnues) des
parametres, tout en demeurant stables d' un echantillon ä I' autre. Cela
necessite d' introduire des notations ne pretant pas ä ambiguite ; ainsi,
seront adoptees les conventions d' ecriture
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vrai vecteur des parametres, inconnu et non aleatoire.;
/V.

estimateur de e; cette notation designera egalement les estimations
considerant qu' il n! Y a pas risque de confusion ;

e vecteur des valeurs courantes.

Dans ce contexte, la longeur observee li.:l (supposee exempte
d' erreur de mesure) est consideree cornrne une realisation particuliere de
la variable aleatoire k (longueur cl l' äge ~), dont l' esperance vaut
precisement

.J E (Ld = f (~~ 8) I: (2)

egalite qui suppose impliciternent que le modele fest convenablement
choisi, i. e. qu' il est exact. La forrnulation theorique de li.::l s' ecrit
quant cl elle:

J li.::l = f (~, '8) + U::l (3)

2. Hypotheses
d'ajustement

usuelles sur la loi des erreurs et criteres

Hypothese a La compatibilite des equations (2) et (3) implique que les
residus u soient d' esperance nulle, i. e. E (u) = 0, i = 1, ... , I

Cette hypothese ne suffit pas pour decider du choix d' un critere
d'ajustement; la dispersion des erreurs doit egalement etre precisee. Le
probleme est alors de definir un corps d' hypotheses tel que les variances
soient estimables cl partir de l' unique echantillon (li.::l ; i=1, ... , I ;
j=1, ... , fu). Ainsi :

Hypothese b - Soit V la matrice de covariance· des residus E:J., E:2,... €X.
La deuxieme hypothese enonce que la repetition des mesures sur un autre
echantillon (lab ; a=1, ... , I ; b=1, ... , na) engendre des residus dont la
matrice de covariance est elle aussi V. .

HyPothese c La troisieme hypothese habituellement forrnulee est celle
d' absence de corr€lation entre les residus

E (~::1 €nJ.) = 0 et E (U::I E:i.J- ) = Gi.·

h =~ 0 u. ar! e .
Autrement dit, 1a matrice V est diagonale.

Dans 1e contexte lineaire, 1a verification de a), b) et c)
garantit que l' optirnisation du critere des moindres carre ponderes est la
"meilleure" methode d' identification des parametres du modele, en ce cens
qu' elle fournit l' estimateur non biaise de variance minimale. L' optimalite
de l' estimateur des moindres carres n! est cependant plus attestee lorsque
le modele est non lineaire. Aussi, l'estimateur du maximum de
vraise~ance lui est-il generalement preferee du fait de ses qualites
asyrnptotiques: convergence en probabilite, efficience, et distribution
d' echantil10nnage normale (e. g., KENDALL et STUART, 1979).
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11 appara'it donc necessaire d' adjoindre aux hypotheses a), b) et
c) une specification de la loi des E:i. pour les deux raisons suivantes :

- pouvoir definir la vraisemblance, qui est entre autres deterrnimnee
par la densite j ointe des residus ,

- donner le moyen de tenter des inferences statistiques dans un cadre
parametrique.

Hypothese d L' hypothese de normali te de la loi des erreurs est alors
generalement retenue et completee de la sorte les conditions a), b), et c
deviennent :

~
ou E: (8)

c) implique
suit une loi

designe le I x 1 vecteur des residus. L' absence de correlation
desormais I' independance. La relation (4) signifie ainsi que e
normale centree, de variance-covariance~,

IJ hypothese de multinormalite n' est pas seulement une corrunodite
de calcul il peut etre demontre (cf. par exempie BARD, 1974) que c' est
egalement le . seul moyen den' introduire que le mimimum d' information
"exogene" pour definir la densite d' une variable aleatoire dont seules
I' esperance et la variance sont connues. oe maniere quali tative, il ne
faut toutefois pas perdre de vue quelles en sont les implications : les
realisations de E:i. se distribuent symetriquement autour de f(t.:1.,8), la
probabilite pour qu' elles s' en ecartent de plus de 30.i. etant quasi-nulle.
Concretement, cela impose un examen attentif des ecarts cl I' ajustement.

L' hypothese (4) etant admise,
demontre que maximiser la vraisemblance
quadratique :

il peut alors etre aisement
equivaut cl minimiser la forme

1S (8)

ou le symbole '
composantes :

= ~ eP'(8) V- 1 e (8) r (5)

designe la transposition et e(8) le vecteur colonne de

Iec (8) • 1. - f(te,8l 1.:1. = (6)

Sachant que les elements diagonaux W.i. de la matrice V- 1

valent

alors I' estimateur~ du maximum de vraisemblance defini par

S (a.v) = Min {S(8)}
8

est bien evidemment i dentique cl I' estimateur 'ß-.c des moindres carres
ponderes :

I ~
= Min {E W.i. e.i.· (8)} & S(9Mc)

o i=l
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En regle generale, les variances 0.1." sont inconnues· et devront
etre estimees pour calculer {'}le critere S (8) : c' est donc I' estimation V
de V, d' elements diagonaux \l.1.L qui apparaitra ulterieurement dans les
equations. I1 doit par ai11eurs etre souligne que se sont 1es longueurs
moyennes par classe d' age 1.1. qui figurent dans l' expression de S(8); ce
choix est justifie par le fait que le theoreme de la limite centrale
garantit la tendance vers la nonnalite de la distribution des 1.1.,
propriete qui conduit a preferer a l' equation (3) le modele:

(7)

ou E:.i. designe dans ce cas un residu aleatoire de dispersion plus faible,
car associe aux moyennes empiriques et non aux ob3ervations individuelles
l.1.j. .

aux hypotheses precooemment retenues est ajoutee celle
(4) devient :

Hypothese e Si
d'homoscooasticite

·lr--E:-(e-)-"'-Nk-(O-·,-.-d-~-·.-
(8)

la matrice ~ etant la matrice identite.. L' estimateur Ekv est alors obteu
en minimisant la somme des carres des ecarts :

S (Ekv) min {e'(8)e(8)}
8

et il equivaut par consequent a l' estimateur~ des moindres carres non
ponderes. Cependant, si le nombre n.L d' ob3ervations n' est pas le meme dans
chacune des I classe, d' age, le critere s' exprime

1S (8) = ~ fu e.... (e) (9)

3. Approximation analytigue de la matrice de covarlance des
parametres sous l' hypothese de normalite

Soit L la matrice des donnees, i. e. la matrice (lij) des valeurs
ob3ervees. Elle peut etre consideree comme un ensemble de realisations
particulieres des variables aleatoires.J'-, ob3ervations a partir
desquelles est· obtenue une estimation e de e: Un echantillon different L +
oL fournirait une autre estimation e + oe. Si les deux echantillons sont
saisis selon le meme protocole sur le meme stock de poissons, il est
souhaite que la norme du vecteur oe soit faible,· autrement dit que
l' estimateur e soit stable. La methode habituellement employee pour j auger
la plus ou moins forte sensibilite de e aux fluctuations d' echantillonnage
de../\.. consiste a quantifier la dispersion de la distribution
d' echantillonnage de ~, i. e. a calculer une estimation approchee V(e) de
la matrice V(8) de covariance des parametres.

La demarche qui va suivre est empruntee a BARD (1974). La
"meilleure estimation 8 est celle qui definit un extremum du critere S,

fonction des donnees L ; donc :

'"S(8,L)/a8=O
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Si 1es donnees
donnees devient L + oL)
1a condition necessaire:

sont 1egerement perturbees (e. g., 1a matrice des
1a nouvelle estimation e + oe satisfait de meme

" .....as (S + oS, L + oL)/ae = 0

Le deve10ppement de TAYLOR du premier membre au voisinage de(e: L) conduit cl I' approximation, en ne retenant que 1es termes d' ordre 1 :

as (8 + oe, L + oS)/ae", aS(e,L)/as + (a"S(e:L)/ae") oe + (a"S(S,L)/aeaL)oL

Soit encore, apres elimination des termes egaux au vecteur nul :

(a"S(e,L)/ae") 08 + (a"S(8,L/a8aL) oL .. 0

...... '" "donc : oS" -H-1 (a" S(8,L)/aeaL) oL

ou H designe 1e Hessien du critere S evalue cl S = e.
" A """Par definition: V (S) = E (08 oa ).

On en dedui t :

~ A ,
ou S est I' abreviation de S(S, L). Cette formule approchee est
d' app1ication tres generale, des lors qu' est estimee, ou bien postulee, 1a
matrice V de covariance des donnees (i.e., des erreurs) i en effet:

La condition de normalite, qui jusqu' ici n' a pas ete prise en
compte, peut desormais etre introduite. Ainsi, sous I' hypothese (4) et
avec 1e critere (5)

"'..... '"aS/a8 .. B ~ V-1 e(S)

] a" S)'aeaL .. 'BPV1-1 I (11)

...... .A
ou Best 1a I x 3 matrice d' elements bi.p

"....., ",",. "
bi.p = -aei.(S)/dSP = af (ti.,8)/aSp, p = 1,2,3

avec ei.(8) et f(ti.,S) definis par 1es equations (6). En introduisant (11)
dans I' expression (10) de V(S) est obtenue I' estimation approchee

...... " _ "' ....... A..A IV(8) .. H-1 B'V-1 B H-1 (12)

La formule (12) necessite 1e calcul des elements hpq du Hessien :

hpq = a'S/a8pa8q

= E 1 ei. a" fi./ Sp Sq + E 1 ( afi./a 6p) ( fi./a 8q )

i Vii i Vii
ou ei. et fi. designent respectivement ei. (S) et f (ti.,8).
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methode de Newton-Raphson peut etre employee ici: elle consiste cl ne
retenir que le second terme de l' expression hpq, considerant que les
ecarts e.1. sont petits, specialement au voisinage de l' optimum i d' ou :

H .. B~-1 B

(8) ),(cf.

(14)

(13)

Avec cette simplification, (12) devient

'" '" '" "'" '" rV(S) .. H-1 .. (B'V-1 B>-1

Eten ajoutant l' hypothese d' homoscooasticite
l' estimation V (e)· 5' exprime simplement :

V(e) ~ C& (E fu. (ah/ ce) (af.1./ ca)")-1
i

avec (15)

ou d = I:Ili. ·ou I:Ili. - 3 selon que l' on utilise l' estimateur du maximum de
vraisemblance ou une estimation non maisee pOur 0

1
•

Les approximations (13) et (14) ne sont gu' un cas particulier
d' un resultat etabli pour une large classe d' estimateurs du maximum de
vraisemblance (cf. KENDALL et STUART, 1979) leur distribution
d' echantillonnage est asyrnptotiguement normale, de matrice de covariance :

"-V(S) = - (E (a l lL/aSaS)1 ,n.."oo

oU lL designe la log vraisemblance des n observations. L' esperance n' est
generalement pas calculee, et sous l' hypothese de normali te, l' utilisation
de la "rneilleure valeur' S = '6 conduit cl: V (e) .. H-1. .
approximation dont la qualite depend de cel1e de l' aj~txment. Neanrnoins,
meme si l' ajustement est satisfaisant, l' estimation V(S) est elle-meme
sujette cl fluctuation d' un echantillon a l' autre. Aussi faudra-t-il
retenlr, suivant en cela BARD (1974), qul une estimation V (e) obtenue a
partir d' un unigue - echantil10n ne doit etre regardee au mieux que comme
une approximation rudimentaire, valide a un ordre de grandeur pres.
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4. Estimation non parametrlgue de matrlce de covarlance de
l' estimateur: application de techigues de reechantillcnnage

Les resultats qui viennent d' etre presentes sont tributaires
d' une fonnulation explicite de ,la nature de la loi des erreurs. 11 peut
cependant etre . considere que les conditionS (4) et (8) sont trcp
contraignantes, voire irrealistes i en particulier, parce que la densite
nonnale n' accorde pratiquement aucune chance de rSalisation aux evenements
"extremes", 1. e. 6l0ignes de la tendance centrale. Plus generalement, le
choix apriori d' un modele de .distribution des residus peut s' averer
d61icat, sinon totalement arbitraire, d' OU l' idee de s' affranchir de cette
etape, et de recourir cl des procooures d' estimation non parametriques (lW:
sens-Ge Ildistributi-on-free"). Le modele precoo.emment postule pour la loi
des E::L sera donc progressivement allege dans ce qw. va suivre.

4. 1. 'Abandon de I' hypothese de normalite

11 est suppose que la moyenne de Il:i. longueurs l.:l..j du groupe . .-
d' age i est exactement decrite par l' equation (7) : •

E:1, E:2, ••• €k correspondant a la fonction de repartition F
et que

1.:1.. = f (t.:L,e) + €.:I.. i = 1,2, ... , I

E(€.:I..) = 0, E(€.:I..E:n) = 0' O.:l..h O.:l..h correspondant au sYmbole
de KRONECKER.

La nature de la fonction de repartition F n! est pas prec~see

il est seulement suppose que la loi des erreurs est d' esperance nulle et
de variance inconnue 0'. Sous ces hypotheses, I' estimation generalement
retenue est celle qui rSalise le minimum du critere (9) des moindres
carres (estimation qui desonnais ne correspond plus au maximum de la
vraisemblance).

"L' estimateur 8Mc demeure quoiqu' il en soit une fonction des
erreurs E'.:I.., par consequent il peut etre note e (E:1, E:2, ••• ,5:). La vraie
inatrice de covarianceV (8) peut donc s' ecrire :

"" AV(6) = v (F, I, 6) (= V(F) pour simplifier).

Le probleme est d' obtenir une estimation de V (F). Pour resoudre
cette question, il sera fait appela la technique du bootstrap, prOposee
en 1977 par EFRON (EFRON, 1979). La base conceptuelle en est succinctement
exposee ci-apres. ..

A l' estimation e est associe un ensemble d' ecarts a l' ajustement

" ""e.:l..(6) = 1.:1.. - f(t.:l.., 6)
.....

Ces ecarts definissent une cumulee emp~nque F, qui constitue
une estimation de la vraie fonetion de repartition F. L' estimation
bootstrap de la matrice de covariance est simplement V(e) evaluee a F = F:
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"suivent la fonction de repartition F

A " "v (8) = V (F)

"L' utilisation de l' estimateur naturel V(F) est legitimee par un
resultat fort (theoreme de Glivenko-cantelli)

......
I~ (Xl => Proba { sup I F.:I: (u) - F(u) 1+0 } = 1

u
L' expression analytique de V(F) n' etant pas connue, il est

, .... , A./"e.
necessaire de faire appel a une methode de Monte-Carlo pour calculer V(F).
L' algorithme de bootstrap, qui procooe par reechantillonnage des ecarts, se
deroule en trois etapes :

,...
Etape (i) - Contruire la fonction de repartition empirique F.

F: attribution de la masse 1/1 a chaque e.:L (8)
i = 1, ... , I

A

Etape (ii) - Extraire de F un 11 echantillon bootstrap" de taille I,
';;;;;";;;'~;;;""';='-'-i.e. un I x 1 vecteur e*(6), realisation de E*(e),

ou :
E*1, E:*2, ... , E:*.:I:

"Les I valeurs e*.:L (8) sont simplement obtenues par
echantillonnage aleatoire simple, et tirages avec remise, de l' ensemble
des ecarts {ede), ... , e:x:(e)}. Il peut etre note (EFRON, 1982) que la
proportion attendue des elements de cet ensemble qui seront absents de
l' echantillon bootstrap vaut (l-l/I).:I: = e-1.

bootstrap est calculee une estimationSur l' echantillon
definie par :

S(8*) = min {S(8)} =
8

min {L: W.:L e*".:L (8) }
8 i

les W.:L designant ici
un systeme de

ponderation quelconque.

,...
8*

Etape (iii) Effectuer un grand nombre B de repetitions independantes de
l' etape (ii), afin d' obtenir B 11 replicats bootstrap" :
~8* ~8* ./'-8*1, ... , 0, ... , B

dont la distribution constitue une representation de la
distribution d:,..echantillonnage de 8. Par consequent, la matrice de
covariance V (8) est estimee par:

,A", A ABI"-.. ...... I"-.. "
V(8) = Vn(F) = (L: (8*0 - 8*.) (8*0 - 8*. )")/(B - 1) (16)

b=l

avec:
~*. =

,..
L: 8*/B
b

En pratique, pour des estimations de variance, le nombre B de
replications doit etre de 50 a 200 (EFRON, 1981 a, b). Cette seconde valeur
etant communement adoptee. Le nombre ~ echantillon bootstrap distincts
qu' il est possible de creer vaut quant a lui (2 I - 1) (EFRON, 1983), avec
la notation usuelle de combinatoire. \ I
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Le bootstrap a ete ici presente dans un contexte relativement
classique: critere des moindres carres, hypothese d' esperance nulle des
€:L. Il est irnportant de remarquer que la methode s' appliquerait tout aussi
bien en dehors de ce cas particulier, par exemple, en supposant les
residus independants €:L centres au sens ou :

ProbaF' (E:<O) = 1/2

et en definissant un critere d'optimalite tel que: S(6) = E w;l.led6)I

L' application de . l' algorithme pennet d' estimer V(e) dans ce cas
de figure refractaire cl une analyse standard· (EFRON, 1979, 1982). A
fortiori, le bootstrap peut fournir une estimation V(e) si l' hypothese de
nonnalite (8) est conservee: il suffit de rernplacer F par FNORM cl l' etape
(i) de l' algorithme, _

FNORM = Nz (e, d I )
A

ou o' est definie par (15), et e designe le Ix1 vecteur de cornposantes e(6)
FNORM est l' estimation parametrique de F, au sens du maximum de ..

vraisemblance, d' ou le nom de "bootstrap parametrique" attribue ci cette •
approche (EFRON, 1982).

Par ailleurs, il n' a ete jusqu' cl present question que de
l' estimation de la matrice de covariance des parametres, mais d' autres
quantites peuvent etre obtenues cl l' aide de la distribution des replicats

"6*1:> i par exernple le vrai biais ß de l' estimateur e :
A ,..,. r-

ß = E (6 - 6) = EF' (6(F) - 6(F»

peut-etre estime par :

A, "'" ..... ...... A
ß = 6 - E 6*1:>/B = 6 -6*.

b
A

oe sorte que les estimateurs 6p peuvent etre cornpares d' apres
leur erreur quadratique moyenn;yre MSE

".... '" ...... ......
MSE (6p) =Vp + ß'p

~ ~~

ou Vp designe le p-eme element diagonal de V(6).

4. 2. Abandon de l' hypothese d' une loi commune aux Iresidus

A ce stade ne sont plus conservees que les ·hypotheses a), b) et
c) precooemment enoncees. Il est maintenant admis que la distribution des
€:L change avec l' age ~ cela inclut en particulier le cas de
l' heteroscooasticite. Dans le groupe d' age i, la repartition des l;l.::l
autour de f(t;l., 6) definit donc ~ variables aleatoires €:L::l :

€:L:I., €:L2,; .. , €:Ln;!. correspond cl la fonctilh de repartition F;I.

Les seules caracteristiques postulees de la loi F;I. etant:
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11 est d' autre part suppose qu' il n' y a pas de correlation entre
les residus associes aux differents ages tL :

. E (E:L:I 5ü) = 0 i, h = 1, ... ,1

Sous ces hypotheses est choisi le critere d' optimalite

k ni
S (6) = E Wl E (lj"j - f (tj", 6»1 = EwlE e l j"j (6) (17)

i=l j =1 i j'

OU W:i. peut etre, par exemple, egal cl 1 ou cl 1/01.:1., 0 1.:1. etant estime cl
partir des 1.:1.:1. Le critere d' optimali te peut aussi se referer cl une
valeur centrale des l:i..:I, pour i donne, et non aux valeurs individuelles.

oe meme que dans 1e mcxlele de correlation, l' algorithme du
bootstrap ne doit pas occulter la dependance de F.:1. vis cl vis de t.:1. (cf.
FREEDMAN, 1981). En consequence, les etapes (i) et (ii) sont modifiees
comme suit

"'"Etape (i) ConsS,.ruction des I estimations Fj" avec attribution de la masse
1/n:L cl chaque e:i.j(8) j=l,2, ... ,n:L

Etape (ii) La creation de I' echantillon bootstrap procooe par
reechantillonnage des I groupes d' age .:

iia - dans le groupe d' age t1, echantillonnage aleatoire simple et
tirages avec remise de. n1 elements dans l' ensemble des ecarts
{e11(8}J" ,e1n.d8)}. Cette procedure livre'n1 realisations e*1:1 (8) des
variables aleatoires :

... ""E:~n1 correspondant a F1

iib - puis effectuer I-1 repetitions independantes de l' etape (iia)
pour i=2, 3, ... ,1. Ainsi ~st obtenu l' echantillon bootstrap

.1\
{e*.:1.:1 (8) ; j=l, ... , n:L ; i=l, ... ,l }

"auquel correspond l' estimation 8* definie par :
A

S(6*) = min { E W.:1. E e*j"j 1 (8)
8 i j

les W:i. etant definis selon une procSdure quelconque.

L' etape (iii) de l' algorithme n! est pas modifiee, et
l' estimation de la matrice de covariance des parametres est donnee par la
formule (16).

lci encore, il peut etre remarque que lorsque l' hypothese (4) de
multinormalite est admise, l' approximation (13) obtenue par la voie
analytique peut etre confortee par un bootstrap parametrique, avec :

A _ A

FNORM = Nr (e, V)

... _ _ '" " A
ou eAest 1e vecteur de composantes e:i. (8) e:i. (8) = E e:i.j (8)/n:L
et V la matrice diagonale d' elements cl.:1..
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4. 3. Deux cas particuliers tyPiques des etudes de croissance

4.3. 1. Plusieurs couples age-longueur extraits du meme individu:
abandon de l' hypothese de non correlation des erreurs

Cette configuration se presente lorsque sur chaque poisson d' age
t.:l. est calculee a l' aide d' une relation d' allometrie (" retrocalculee" ), la
longueur qu' il mesurait anterieurement aux ages ti-i, ti-t, .. Le j-eme
poisson engendi:-e ainsi. plusieurs couples (l.:l.=' , ti), (..1.:1.-1, =" ti-~, ... etc,
de sorte que l' hypothese d' absence de correlation entre les erreurs €.:L,
€.:L-1,. .. ne peut plus etre acceptee.

. Le probleme est alors le suivant une proceo.ure de
reechantillonnage aleatoire des donnees doit operer . sur des unites
d' echantillonnage independantes. Dans le cas present, les seuls elements
saisis independamment les uns des autres sont les poissons. Ce sont donc
ces derniers qui seront reechantillonnes.

La technique du Jackknife peut aisement etre appliquee cl ce cas. ..
Introduite par M. QUENOUILLE en 1949 (cf. MILLER, 1974), elle fut •
originellement con9ue comme une methode de reo.uction du biais. A la suite
d' une conj ecture de J. TUKEY, elle fut ensuite largement appliquee cl
l' estimation des variances. Elle a, en particulier, ete employee pour
estimer la matrice de covariance des parametres dans les mod61es de
regression non lineaire (DUNCAN, 1978 i FOX et al. 1980 i SIMONOFF et
TSAI, 1986). D' un point de vue. theorique, il a ete montre qUe le Jackknife
est un bootstrap particulier, en ce sens qu' il ne reechantillonne que n
points au lieu de B parmi \~nn-1J' et qu' en outre il ne necessite ,pas de

proceo.ure de Monte-Carlo car il· utilise une approximation par une
fonctionnelle lineaire de la statistique dont on eherehe cl apprecier la
variance (EFRON, 1982, 1983).

A. "
L' algorithme de calcul de V (8) est le suivant, soit :

{J1, J2,... Jn} l' ensemble des n individus (poissons) qui sont servi a
etablir la base de donnees, plusieurs (age, longueur) etant associes cl
chaque poisson. La minimisation du critere (17) permet d' obtenir
l' estimation Eke, qui peut etre notee

soit
- -8Mc = 8 (J1, Jb, ... , Jn)

/'. A
8-r = 8 (J1, ... , Jr-1" Jr+1, ... , Jn)

c'est-a-dire l' estimation
suppression des couples
repetant le calcul pour
Pr :

calculee avec le merne critere (17), mais apres
(age, longueur) obtenus sur le r-eme poisson. Eri
chacun des n individus Jr sont obtenus n vecteurs

et

A ""Pr = n 8Mc - (n-1) 8-r
~

n
P. = E Pr/n

r=l

J
dites pseudo-valeurs definissant

l'estirnateur Jackknife
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La rnatrice de covariance des parametres est estimee par :

,

A A

V (8) =
,

n
(E (Pr - P.) (Pr - P. )~)/(n (n-1»
r=l

4.3.2. Erreurs d' ägeage

(18)

La 1ect,ure des piece,) anatomiques ,qui enregistrent l' äge du
Poisson est souvent dEllicate. I1 peut donc etre considere que 1a base de
donnees inc1ut generalement une certaine proPortion d' individus auxquels a '
ete attribue un äge errone pour ceux -ci, le modele postule (3 ) est par
consequent faux.

11 sera suppose que la proportion des erreurs commises sur
l' ensemble des lectures d' age est faible:, si tel n' etait pas le cas, la
question de l' ajustement d' un modele aUx donnees serait alor sans objet.

La probleme consiste cl definir une procooure d' estimation qui
soit. la 'moins sensible possible cl cette perturbation. Considerons le cas
ou il n' Y ,aurait auci.me. erreur d' ägeage ' dans le groupe i, les
realisations 1.1.~ de la variable aleatoire Li. (de densite <l>i) se
repartissent de maniere equilibree imtour de f(tJ.., "'§1; Supposons. au
contraire qu' est introduite une erreur qui, par exempIe, surestime de
maniere systematique l' age de certains poissons : des poissons appartenant
en realite au groupe i-1 (voire i-2 ou pire) seront alors classes dans le
graupe i. Cela aura pour effet d' epcii.ssir artificiellement vers la gauche
la densite <jl.1. de la variiilile 11 contaminee" Li. (si on admet que la forme
de <j>J.. n' est pas affectee dans: le rneme temps par I' erreur consistant cl
attribuer aleatoirement quelques individus du graupe i au graupe i-1,
voire i+2, ... ). Un phenomene symetrique se produira si I' erreur tend cl

S&l:!5'estirner I' äge.

L' estimation de 13 par optimisation d' un critere tel que (9)
repose sur une rninimisation de la distance au modele d' un indicateur de 1a
tendance centrale des densites <1>.1.. Si les extremites de celles-ci sont
deformees par des erreurs d' ägeage, force est alors ,de definir tin
estimateur de position qui soit robuste (cf. HUBER, 1972 i HAMPEL,' 1973)
face cl ces queues de distribution epaissies.

La choix de 1a moyenne ei.rlthmetique 1.1. se revele en I' occurence
facheux: cet estimateur est repute particulierement sensible aux
extremites de la distribution. Plusieurs, estizrateurs de position ont ete
prcpcses, pour lesquels l' influence des valeurs extremes est reduite : les
proprietes des plus classiques d' entre eux ont ete etudiees par ANDREWS et
al. (1972). Par. exempIe, la moyenne a. - tronquee (qui appartlent cl la
c1asse des L-estimateurs, i. e. resultant d' une combinaison lineaire de
statistiques d' ordre) est obtenue en supprimant les [a. ru.] (avec 0<a.<1/2)
premieres et dermere oJ:servations ordonnees 1.1.~ du graupe d' äge i en
supposant pour s implifier a.ru. entier :

fu -Q:l11.

1.1.. ~ - :c 1.1.~ / (fu - 2CIIl.1. )

j=4fu+l

12



Aux bornes de 0{ correspondent 1a moyenne arithmetique usuelle (a.
= 0) et 1a mediane . ( a. = 1/2). L' idee d' uti1iser 1a mediane pour calculer
1e critere d' ecart ä un modele de regression n' est pas nouve11e
attribuee ä EOOEWORTH, elle daterait d' environ un siec1e. Dans cet esprit
peuvent etre definis :

ei (8) =1i.1/2 - f (ti, 8) et S (8) = E Wi lei (8)1
i

o~ S (8) = E Wi ei" (8)
i

Les Wi definissant un systeme de ponderation que1conque.

11 faut toutefois remarquer qu' un estimateur robuste tel que li.
va elaguer symetriquement les deux extremites de la distribution

emp~nque des 1i::l. Ce n! est pas 1a demarche 1a plus appropriee si l' erreur
d' ageage est systematique (vide supra) seule 1a queue de droite est
concernee s' i1 y a sous-estimation cel1e de gauche en cas de
surestimation. Dans l' un ou l'autre cas, et pour les jeunes c1asse d' age
(i. e .. pour 1esque11es l' accroissement 41 entre deux ages consecutifs est
eleve) un second mode tend ä se dessiner dans la distribution de longueur
des 1i::l. Etant admis que 1a proportion des ages errones est faible, 1e
mode majeur col.ncide sensiblement avec celui qui serait observe en
l' absence de 1ectures d' age fausses (sous reserve que 1es effectifs ~
soient comparables). Au voisi nage de l'asymptote de 1a courbe de
croissance ("vieilles" classes, iU' neg1igeable), 1es erreurs d' ageage
deviennent pratiquement sans effet.

Soit donc modei 1a posi tion de 1a c1asse modale des 1i::l i s' i1
est suspecte que p1usieurs poissons ont ete classes ä tort dans certains
groupes d' age, alors les ecarts aux valeurs calculees par le modele sont
definies par :

S' i1 est
r8duite aux ecarts
minimisation de :

de
1es

surcroit souhaite
plus forts, alors

n' accorder qu' une inf1uence
l'estimateur 8 defini par

S (8) = min E Wi r ei (8) I
i

peut etre prefere ä l' estimateur e...c des moindres carres. Dans l' un comme
dans l' autre, l' estimation de 1a matrice de covariance de l' estimateur est
calculee par l' algorithme du bootstrap (formule' (16», ou si 1e
retrocalcul est pratique, du J'ackknife. 11 faut d' autre part s' assurer que
les valeurs estimees des parametres ne sont pas afffectees trop nettement
par le choix de l' amplitude de classe de l' histogramme des 1i::l.
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5. Intervalles de confiance -Reaion de confiance

5. 1. Intervalles de confiance conditionnels

Les termes diagonaux Vp da la matrice de' covariance V ("0)'
""permettent d' associer a chaque estimation 6p (p=l, ... , m, ~c~ m=3) un

intervalle de confiance, a condition que soit connue la distribution
d' echantillonnage de l' estimateur. Lorsque e est un estimateur du maximun
de vraisemblance (c.:i::itere (5) ou (9) sous l' hypothese (4) ou (8)
respectivement), sa loi tend vers la norrnalite au fur et a mesure
qu' augmente le nombre d' observations. Par consequent

\ Proba {~ € [~ -ta ~~, e + ta ~lr] } so 1 - 2 a (19)

ou ta 'designe la borne de quantile superieur de taille a de la 10i de
Student. '

Lorsque 1a loi des erreurs rr est pas connue, la minimisation
d' un critere d' ecart definit un estimatetir ~ dont 1a distribution
d'echantillonnage est elle-meme generalement inconnue. Il est neanmoins
possible de construire un intervalle de confiance approche et, non

't .' ... l' ' d d l' ts bootstr ~e* ' -e'-* Ae*pararne r1que a ~ e es rep ~ca ap 1.p, ••• , b.p' ••• , B'f
qui realisent une estimation de la distribution d' echantillonnage de ep
(EFRON, 1981 a). Soit donc C' 1a cumulee ,ernpirique des B replicats
bootstrap :

~ ~ A
C (t) = Proba.. (e*p < t) = (# e*b.p < t)/B

Le symbole # signifie" nombre de fois ou", et 1a notation Proba..
rappe11e que c' est 1e statisticien qui cree' l' aleatoire en uti1isant
l' algorithme du bootstrap. L' intervalle de confiance a 100 (1- 2 a ) % de 8;.
est borne par les percentiles 100a et 100 (1 - a) de C.

_ ~ A A

Soit : 6p ( a) = C-1 (a) et 6p (1- a) = C-1 (1 ~)

ou 2-1 deSigne 1a fonction reciproque de C- i alors

IProba { e: € [ep ( a), ~ (1 - a)] } so 1 - 2 a l (20)

I1 convient de ne pas choisir un risque de premiere espec;::e trop
faible, car i1 n' est pas assure que les extremites de' la distribution
ernpirique des e*b. p reproduisent correctement cel1es de la 10i de.se;, (voir
la remarque de NASH dans 1a discussion de l' article da EFRON, 1981 a).

Par ailleurs, 1es intervalles (19) et (20) sont conditionne1s :
les 1imites de confiance approchees qui encadrent ~ sont en effet

, ~ .

determinees par 1es valeurs des autres cornposantes eq (q :#p) de
l' estimation -g Usuellement, 1es intervalles de confiance attaches ä
l' estimation de chacun des parametres du modeIes sont donnes pour tous 1es
autres fixes ä leur valeur optiIDale.

5. 2. Reqion de confiance'

Dans I' espace parametrique Rm, la region de confiance est 1e
domaine Da limite par une hypersurface de dimension rn-1, et definij par: ,
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eE:J:X). si le domaine de dispersion au seuil a attache a l' hypothese 6
contient a, le domaine de dispersion etant lindte par une i~lfthe de
la densite de probabilite et contenant 1 - a. de la probabilite totale.
Si' les domaines de dipersion sont de morphologie independante de 6, et
symetrique par rapport a 6 la region de confiance coIncide avec le
domaine de dispersion attache a e.

A la difference des intervalles conditionnels, la region de
confiance permet de detecter les liens qui existent entre les m composantes
de 6. En regle generale, il ne doit y avoir entre les parametres d' un modele
que la plus faible dependance possible ; le modele de Von Bertalanffy est a
cet egard fort peu' satisfaisant, compte tenu de la forte correlation entre
81 et 82 (i. e., K et Im). Cela induit dans l' espace parametrique un
etirement de la re9ion de confiance selon une direction de "mauvaise
determination". Des reparametrages' peuvent etre utiles (GALLUCCI et QUINN,
1979), les considerations ,precooenteS pouvant aisement s' adapter aces
nouvelles formulations des equations de croissance.

L' equation approchee qui definit la. region Da. peut etre obtenue
par un developpement de Taylor du critere S (6) au voisinage de e: jusqu' a
l'ordre 2

;.... ,.. ,. , ,.. ,.. "
S(6) ";8(6) + (6-6)" (a S(6)/ a6) + 1/2 (6-6)" H (6-6)

Soit encore, compte tenu de la condition necessaire d' extremum :

" /'. "S(6) -S(6) = 1/2 (6-6)~ H (8-8)

(21)X' zn. a
,,- ,..

{ 6: (6-8)P V-1 (6) (6-6) <

"'" . . ..
Lorsque 6 est un estimateur du maximum de vraisemblance (critere

(5) ou (9), la tendance vers la normalite de la distribution permet
d' ecrire, avec l' approximation (13) :

\ [Xx

OU x· zn. a designe la borne du quantile de taille 0{ de la loi de x· a m
degrejde liberte. Da est alors un rn-ellipsoIde du volume

IX' m.J. rr et (V-1) /r(m/2+1)

15

I

I
I

l



Pour un couple de parametres, un histogramme bidimensionnel des estirnations
bootstrap sera d' autant plus utile qu' il perrnettra d' apprecier des
distributions non normales et des dornaines de dispersion ellipsoidaux.

6. La logiciel

6. 1. Fonctions qenerales,

Ecrit en Fortran IV pour ordinateur universel,' il perrnet
d' effectuer un ajustement par les moindres carres, eventuellement ponderes,
de longueurs . centrales pour des ages regulierement espaces d' un an. Les
longueurs centrales considerees correspondent ä la moyenne arithrnetique, au
mode principal ou ä la mediane.

La ponderation eventuelle peut correspondre aux effectifs, ou
aux effectifs divises par la variance estimee des longueurs pour un age
donne.

Las resultats de l' ajustement peuvent etre systernatiquement
assortis de variances covariances calculees par la forrnule 12 et la
forrnule approchee 13. En outre, des techniques de reechantillonnage
peuvent etre appliquees dans tous les cas Jackknife, Bootstrap non
parametrique et Bootstrap parametrique. Les boostraps peuvent etre faits en
operant pour un age avec une distribution. specifique de l' age. Dans ce
dernier cas on peut recentrer ou non les residus pour garantir que leu.r
esperance est ou. non nulle, ä chaque age. Les elements d' inferences fournis
correspondent ä une estirnation des biais, variances et covariances.·

Le programme prevoit
des retrocalculs, la technique
Jackknife.

en outre de traiter des
non parametrique suggeree

donnees incluant
etant ' alors le

6. 2. Remarques techniques

L' aj ustement par les moindres carres est effectue selon la
procooure de Tomlin,ßn et Abrarnson (1961). Elle s' est en effet averee tres
rapide, ce qui dans les techniques de reechantillonnage est essentiel. Pour
le Bootstrap la creation de 200 echantillons a ete choisie, sans creer de
probleme de temps de calcul.

Les donnees cl' entree sont "pretraitees" par le programme pour
creer des histogrammes de distribution de longueur. Cela modifie un peu le
calcul des valeurs centrales. Dans le calcul des moyennes arithrnetiques
pour chaque classe de taille,. la moyenne de la classe est attribuee ä tous
les poissons concernes. Pour le calcul du mode, la classe de plus forte
frequence est d' abord identifiee. Si elle est multiple, la moyenne
arithmetique de la valeur la plus forte et de la valeur la plus faible est
ccinsideree. En. cas contraire, une seule classe, correspondant ä un maximum
strict apparaissant, on considerera d' une part .le centre de la classe
concernee, d'autre part le centre des deux classes adjacentes. La valeur
retenue comme estirnation du mode sera la moyenne ponderee de ces trois
valeurs, la ponderation etant faite selon les frequences respectives.

Si la frequence maximale observee est ä une extrernite de
l' histogramme, seule 1a valeur adj acente interne est consideree.
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Pour le calcul de la mediane, du fai t de la creation d' un
histogramme, la fonction de repartition est discretisee. La valeur
correspondant a une probabilite de 0.5, definissant la mediane est obtenue
par interpolation lineaire.

6. 3. Developpement

La possibilite de construire des histogrammes uni et
bidimensionnels des pseudo-valeurs (Jackknife) ou des valeurs obtenues par
les echantillons Bootstraps sera introduite au plus tot.

Dans un deuxieme temps, la possibilite d'effectuer un ajustement
au sens des moindres valeurs aJ:solues, et non des moindres carres sera
incorporee.

Une transcription en Fortran 77 sera enfin effectuee.

Le logiciel ,ainsi banalise sera disponible aupres des auteurs,
sans garantie, ni maintenance.

7. Une illustration

L' impossibilite de disposer suffisamment tot d' une version
operationnelle du logiciel a roouit son application a un exemple, dont les
conclusions ne sauraient etre generalisees.

7. 1. Donnees traitees

Les donnees correspondantes ont gracieusement ete mises a notre
disposition par notre collegue P. BERTHOU (1). Elles concernent des spisules
(Spisula ovaf.u) provenant du golfe de Gascogne, pour un gisement et
pratiquement une cohorte. Ces precautions sont liees au fait que la
croissance de la spisule varie notablement d' un banc, et d' une cohorte cl
l' autre. Les "longueurs" analysees correspondent ades hauteurs aux anneaux
sur un ensemble de 35 individus.

Les donnees ont d81ioorement ete
echantillon ou les ages maximaux consideres
equilibree de un cl sept ans.

tronquees pour
se repartissent

creer un
de fayon

Les donnees de base ainsi definies apparaissent dans le tableau I.

7. 2. Comparaison des differents resultats

Les ajustements ont ete faits soit en excluant les donnees de
retrocalcul (tableau II), soit en les incorporant (tableau IIr). Les valeur
centrales et considerees correspondent aux trois possibilites evoquees
(moyenne - mode principal - mediane).

(1) P. BERTHOU - IFREMER (RH/BPA) - B. P. 337 - 29273 Brest Cedex
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Les ajustements ont ete faits par. les moindres carres, soit
equiponderes, soit ponderes par les effectifs, soit enfin ponderes par le
rapport effectif/variance. Cette derniere variante n! a ete appliqtiee qti' aux
moyennes. Les resultats reportes donnent d' une part valeurs centrales
ol:servees et predites, d' autre part les estimations et variances estimees
pour K et lJ:o" cl l' exclusion de to et des covariances, pour ne pas alourdir
les tableaux.

Les techniqties de Bootstrap n' ont pas ete appliqtiees cl la
situation autorisant le retrocalcul, car les hypotheses d' independance
implicitement requises ne paraissent pas satisfaites. Les calculs
correspondant cl des bootstraps ou la distribution des residus varia d' un age
ä l' autre n' ont pas ete reportes. 11 apparait en effet qtie les donnees ne
sont pas suffisamment nombreuses pour estimer un histogramme de residus par
age (bootstrap non parametriqtie) ou une variance par age (bootstrap
parametriqtie). .

Les resultats obtenus donnaient des variances systematiqtiement
plus faibles. On peut cl cet egard noter qtie jUsqu' cl present le probleme du
defaut d' ajustement (lack of fit) n' a pas ete couvart. Le probleme est
neanmoins reel et sur l' exempla traite un examen des variances residuelles
compare cl l' erreur pUre nous montre qti' il est merne important. Les calculs de
l' erreur pure, .sous hypothese d' homoscedasticite et avec retrocalcul,
conduisent cl une variance estimee cl 1. 6. Le calcul des variances
residuelles, apres regression, par la formule (15) mene, par exemple pour
l' ajustement pondere par les Il:i. des moyennes arithmetiques, donne une
variance estimee cl 7.3. Les autres techniqUes menent cl des variances
analogues. Un facteur de 4. 5 apparait donc. On peut voir sur les. tableaux II
et III qtie la plus grave difficulte est liee aux ages 2 et 3. Les hauteurs
predites cl deux.ans sont toujours inferieures aux ol:servations,' cette
situation l' inversant cl trois ans.. Lorsqtie l' on cree une distribution
globale des residus, la dispersion correspondante confond en rea1ite erreur
pure et defaut d' ajtistement. Lorsqtie l' on garde une distribution specifiqtie
par age, seule l'erreur pure sera prise en compte dans les
reechantillonages. Les variances correspondantes seront naturellernent plus
faibles. Cette remarque joue aussi qtiand on effectue des cornparaisons avec
le Jackknife, car en l' occurence les reechantillonnages ne viennent· pas
meler defaut d' ajuSternent et erreur pure.. Dans -le merne ordre d' idee on
notera qtie les calculs theoriqties correspondant aux formules 12 et 13,
lorsqu' ils calculent les variances par la fomule 15, corifondent erreur pure
et· defaut d' aj us tement. Si,. en revanche, on estime directement OJ. et WJ. =
Il:i./cI J. d' apres la distribution des longueurs pour l' age i, seule l' erreur
pure sera prise en compte. .

L' ajusterr.ent par les Il:i./oJ.
l ne correspond ·pas cl des calculs de

Bootstrap dans les tableaux II et III. En fait, les calculs ont ete faits,
mais conduisent ä des aberrations. Dans les echantillons Bootstrap il
apparait systematiqtiement un ou qtielciues cas ou une variance oJ. l est tres
faible, voire nulle pour le Bootstrap non parametriqtie, creant ainsi des
ponderations deraisonnables.

Au dela de ces remarqties prelimiriaires on peut d' abord noter la
faiblesse des biais estimes, cl qtielqties exceptions ou les variances
correspondantes sont suffisamment fortes pour qtie l' estimation du biais
paraisse peu ~ble. Cela recoupe les simUlations de VAUGHAN et KANCIRUK
(1982). On peut aussi noter In concordance d' ensemble pour I' njustement sur
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moyennes arithmetiques, entre variances calculees par .les formules
theoriques, et estimations obtenues par bootstrap parametrique. Les
hyPOtheses utilisees par les deux approches sont en fait les memes; les
formules theoriques impliquant des approximations. La seule exception
correspond a l'ajustement avec ponderation par ~/o~~~ La divergence
correspond alors au .fai t que le bootstrap opere avec la variance residuelle
calculee apres regression, les formules theoriques utilisant des estirnations
directes des 0.:1.1. On a deja note lci. forte difference, liee au defaut
d' ajustement. Hors ce cas partlculier, les formules theoriques paraissent
respecter, pour les moyennes arithmetiques, les ordres de grandeur.
I1 approximation correspondant a la formule (13) marque cependant un
difference non negligeable avec la fomule (12), sans remettre en catise les
ordres de grandeur. Elle est syste.-natiquement plus faible. On riotera que
l' application auX ajustements sur modes et medianes des formules (12) et

. (13) mene a de fortes divergences avec le bootstrap parametrique. Rien ne
garantit en effet, surtout avec de faibles effectifs, la norma1ite des
residuS obtenus avec modes et medianes.

La comparroson du bootstrap parametrique et du bootstrap non
parametrlque met en evidence, pour l' ajustement sur moyennes arithmetiques,
une bonne concordance. Cela suggererait que la distribution des valeurs
individuelles l.:l.'j ne joue pas un role majeur. Cela n! est plus vrai toutefois
pour modes et medianes.

La comparaison de l'ensembQe des autres techniques avec le
Jackknife montre cette fois de fortes divergences. Elles peuvent etre
rapprochees du fait precooemment signale: le Jackknife ne confond pas erreur
pure et defaut d' ajustement. Les autres techniques, a l' exception de celle
operant une ponderation par ~/O.:l.1 le font. Elle pechent ainsi par
pessimisme et les variances obtenues par Jackknife sont systematiquement
plus faibles. Toutefois, les resultats correspondant a la ponderation par
~/O.:l.1 sont eux "optimistes" par cornparaison au Jackknife.

Une cornparaison de colonne a colonne montre une plus faible
variance des resultats obtenus en utilisant les moyennes arithmetiques si
l' on considere les variances Jackknife. C' est particulierement vrai lorsque
les donnees de retrocalcul sont incorporees. Un examen attentif des pseudo
valeurs, et la possibilite d' un tel examen constitue un reel atout du
Jackknife, montre que celles-ci. sont particulierement variables. lorsque l' on
6te un individu parmi ceux d' age 6 ou 7 ans. L' ajuStement est tres sensible
aux valeurs centrales utilisees aces ages. Modes et medianes sont plus
sensibles. que lci. moyenne et ce d' autant plus' que les effectifs a 6 et 7 ans
sont faibles. L' histogramme a 6 ans obtenu avec retrocalcul, s' il est
d' effectif le plus eleve qu' en l' absence de retrocalcul, ne presente pas de
pic net. Il est donc tres sensible a la perturbation cree par la suppression
d' un seul poisson. .

Au dela de l' exemple traite, il apparait que modes et medianes
sont des statistiques fragiles quand les effectifs sont faibles.

On peut encore noter que les divergences entre resultats,
globalement faibles sur Lro, sont plus' fortes sur K, rrais que les divergences
sont plus grandes selon que l' on inc1ut ou non le retrocalcul que d' une
technique d' ajustement a l' autre.
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Les comparaisons d' un systeme de pona.eration cl l' autre, en gardant
par exemple le Jackknife comme indicateur de la stabilite, ne font pas
apparaltre le oom3fice, net, cl utiliser une technique plut6t qu' une autre.
Tout au plus remarquera-t-on que la ponderation par ru../O:i.· ne paralt pas
donner de tres bons resultats. cela peut etre rapproche du fait que les
estimations de O:i. • obtenus cl partir des dispersions des l:i..:l peuvent etre
mOOiocres si les ru.. sont faibles.

Equiponderation et ponderation par les' ru.. ne peuvent en outre etre
comparees uniquement en termes de variance. Du fait du defaut d' ajustement,
ce n' est pas exactement la meme courbe qui est estimee lorsque l' on passe
d' un systeme d' ajusternent cl l' autre. C' est particulierement vrai en cas de
retrocalcul, ou les effectifs aux jeunes ages sont largement plus forts.
Dans le cas traJ.te les divergences sont moderees, mais le tableau III fait
neanmoins apparaltre des' valeurs toujours plus fortes pour K en cas
d' equiponderation.

7.3. Perturbation des lectures d'age

A partir des donnees correspondant au tableau Ii un jeu perturbe a
ete cree en introduisant un "faux" anneau, cl mi-distance entre les "vrais"
premiers et seconds anneaux, pour, les individtis 1, 6, 13, 18 et 23. Les
resultats obtenus par les differentes techniques apparaissent dans le
tableau IV. Les, pertubations sur Loo sont globalement faibles. K est plus
sensible, et globalement ce sont les methodes utilisant le mode qui
resistent le mieux. Ce resultats est strictement conforme aux esperances, cl
l'exception des performances mediocres des resultats lies cl la mediane.

Les illustrations devront etre multipliees, mais il n' est paS
etonnant que l' utilisation des' modes protege mieux contre les erreurs
d' ageage, tout en etant plus sensible aux variabilites individuelles de
croissance, car la determination du mode principal n' utilise gu' une fraction
de l' infonnation apportee par la distribution des longeurs pour un age
donne.

CONCLUSION

Le logiciel de~eloppe permet d' appliquer a' l' ajustement de la
courbe de Von Bertalanffy des procooures desormais classiques en
statistiques, rnais qui cl notre connaissance n' avaient pas fait l' objet d' une
application systematique a ce probleme particulier.

Seule, l' experience accurnulee sur un ensemble de cas reels, et de'
donnees simulees pour couvrir des difficultes precisespermettra d' apprecier
le merite relatif des differentes procooures. La question des defauts
d' ajustement meriterait dans ses simulations une attention particuliere.
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Age
I ndividus 1 2 3 4 5 6 7

1 10.0 17.0 22.0 23.0 24.0 24. 3 25.0
2 08. 5 16.0 21. 4 23. 6 24. 3 24. 5 25.0
3 08.0 15.0 20.0 22.0 22. 5 23.0 24.0
4 05.0 13.0 20.0 23.0 24.0 25.0 26.0
5 08.0 15.0 20.0 22.0 23.0 24. 2 25.0
6 09.0 16.0 22.0 24. 5 25.5 26.0
7 08.0 15.0 22.0 24. 5 26.0 27.0
8 07.0 16.0 22.0 24.0 25. 5 26.0
9 08.0 16.0 22.0 24.2 25. 4 26.0

10 08. 5 16.0 22.0 24.0 26.0 26.4
11 08.0 16.0 21. 4 23.0 24.0 24. 8
12 08.0 15.0 22.0 24.0 24. 5 25.0
13 08.5 17.0 23.0 25.0 26.0
14 09.0 16.5 23.0 24.0 24. 8
15 10.0 18.0 24.0 25.0 25.4
16 09.0 14.0 21. 0 23.0 24.2
17· 08. 5 17.5 23. 5 26.0 27.0
18 08.0 16.0 22.5 24.0
19 09.5 17.8 23.0 25.0
20 06.0 12. 8 18.0 20.0
21 07. 5 16.0 23.0 25.0
22 08.0 17.0 22. 5 24.2
23 09.0 18.0 23.0
24 07.0 15.9 20. 5
25 07.5 15.0 21. 0
26 08.0 16.0 22.0
27 07. 8 12.0
28 09.0 16.0
29 09.0 14.0
30 08.0 15.6
31 09.0 17.0
32 09.0
33 06.8
34 08. 4
35 07.0

Tableau I Hauteur aux ages.



r
StatistlQue centrale

Pond~ration

MOyenne Mode M!diane

nlnl
--_._----+._-_.- ,---- ---- -----~---_._------ -----

1 . nl ni/'"zHauteur anneau

~---,.------+--------- ------t----·t------
Observ~e 8.05 8.05 8.05 7.63 7.63 7.8 7.8

-- ------ -----If-----t·----
Observ~e 15.1 15.1 15.1

2 ----------- ------------ -------
Pr~dite 16.33 16.26 16.9

21. 8

7.86 7.18 7.08 7.55 7.49
---t----- ----.+ ----~
14.8 14.8 16.3 16.3

----- ----_.-- ------- ---------
16.28 16.21 16.96 16.96

----+----- -_.- ---- ----
21.8 21.8 21.8 21.8

7.59

21.821.8

7.67Pr~dite

Observ~e

3 ------------- --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
Pr~dlte 21. 08 21. 03 21.52 21.16 21. 12 21. 99 22.01

-------- ---- --- -----t---- t·---~
Observ~e 23.9 23.9 23.9 24.8 24.8 25.55 25.55

4
Pr~dite 23.67 23.65 23.90 23.77 23.75 24.68 24.71

--·t-----·t----- ----- ---- ---- ------ ---- ----
Observee 25.7 25.7 25.7 25.3 25.3 26.55 26.55

5 ------------ --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
26.15

27.1727.17

26.12

26.16

25.1125.10

26.1626.16

25.09Pr~dl te

Observ!e

25.17 25.17
I---I--------+-----t------t------t------ -----t----t----j

26.16 26.16

6 ----------- --------- --------- -------- --------- --------- --------- ---------

25.3

25.90

25.3

25.87Pr~dite

Observee

25.73 25.92 25.94 26.88 26.92
---t·-----·t----+ ----t·----- ----- ---- ----~.---

25.3 25.3 25.3 26.3 26.3

7 --------- -------- ------ ------- -------- --------- -------- ---------

36.82

26.3726.32

26.78

26.05

26.39

26.33

26.87

26.30

26.81

27.29 27.32

----- ----- ------ ----·--t·----t----- ---.-
27.76 27.79

Pr~dlte

Estlmation

VI .81 ' .46 .10 1.01 .57 .52 .30

Vz .67 .37 .08 .81 .45 .44 .25
--t·---·t----- ----- ---- --- ----

Estimatlon 26.69 26.77 26.55 26.41 26.50 26.95 26.73

Lz ------------- --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
Varlance .19

Estimatlon 26.98

.24

27.03

.38 .22

26.68

.28 .98 .69
----f---- -----

26.68 27.57 27.66

Ln. ------------- --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
.55

26.70

.66

26.54

Variance .48 .45 .79.72

------ ------- ----- ----- ---- -·---t----t------
Estltnation 26.80 26.66 26.74 26.75

L. ------------- --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
Varlance .46 .54 1. 01 2.07 6.9 5.9

Estlmatlon .60 .60 .67 .62 .62 .63 .63

VI .009 .006 .004 0.13 '.008 .006 .004

Kz

.003

.90

.005

.86

.006

.63

.009.003.004Vz .007
--- ------- -_.- -----f----f-

Estlmation .595 .585 .578 .64

Variance .0037 .004 .014 .005, .006 .027 .017

--- ------- ------ ---- ----- ------ ----- ---- ------
Estimation .60 .60 .63 .63 .64 .63

Kn. --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
Variance .0045 .0044 .009 .007 .007 .007

-- --------- ----- ----- ------ ---- ----- ----- -----
Estlmatlon .596 .61 .63 .62 .64 .63

K.
Variance .0060 .005 .015 .009 .013 .012

1.-._-.1. ----- ----- ------- ----- -----~----.~-_.-

l~~l~~~_tt : Synthese des resultats obtenus en excluant le retro-calcul.

Lb = valeur de base obtenue par ajustement.
LI = estimations par Jackknife
Ln~ = estimation corrigee du biais estime par Bootstrap non parametrique
Lp = idem supra avec Bootstrap parametriQue
Les memes conventions s'appliQuent a K pour definir par exemple Kb et KI.
VI est la variance estimee par la formule 13.
V2 correspond a 1a formule 12.



-------------------- ---------------------------- --------------------------------------
Stetlstlque tentrele Moyenne Mode M!dlene

Pond!retion____________ - ------- -----..,.---~------_..._-------._l
Heuteur enneeu 1 nl nI/al' nl nl

_.------+._------- ----- -------- ---- -----
--------- -~------- --------- ---------

Observ!e 8.5 8.5 8.5 8.6 8.6 9.57 9.57

Pr!dite 8.25 8.32 8.38 8.37 8.42 9.38 9.39
____________ ------- ------ ------- ----- ----- ----- -.----1

Observ!e 16.11 16.11 16.11 16.46 16.46 17.32 • 17.32

2 ------------- -------- --------- --------- --------- -------- --------- ---------
Pr!dite 17.03 16.87 17.04 17.90 17.25 18.23 18.08

3
.Observ!e

Pr!dlte

22.19

21. 52

22.19

21. 43

22.19

21. 51

22.60

21. 81

22.60

21. 73

23.40

22.68

23.40

Observ!e 24.18 24.18 24.18 24.44 24.44 25.33 25.33
4

Pr!dlte 23.81 23.87 23.83 23.96 24.02 24.90 24.97

--- ------------ --------- --------- --------- ------- ------- -------- -------
Observ!e 25.09 25.09 25.09 24.75 24.75 25.93 25.93

5

---- --------- --_._--~~------I-
Observ!e 25.5 26.50

26.18

25.50

25.01 25.18 26.01
---.\.-----.\.._-- --_.---.\..-----~

25.50 26.5025.5

25.03

25.5

25.1724.98Pr!dite

26.50

26.8225.65

25.5

25.8625.58

25.5 25.5

25.53 25.77 26.56
--------- --------I-----l------- -------- -----.--+.----~

25.50 25.50 26.50

Pr!dite

Observ!e

6

7
Pr!dite 25.89 26.24 25.97 25.78 26.07 26.83 27.15

-1------1--------- ---- -------I-
Estlmetion 26.21 26.67 26.31 26.02 26.38 27.11 27.50

VI .29 .49 .07 .29 .50 .28 .48

.25

Estlmetlon 26.20

.42

26.60

.06 .26 .44 .25 .41

-------- ------ ----- ---- ---------
26.38 25.97 26.21 29.50 31.47

Verlente .11 .17 .21 .98 1.3 .32 .79

-------- ------ ---------- -------- ---------
Estimetlon

L.. ------------- --------- --------- --------- --------- --------- --------- ---------
Verlente

Estlmetion
L.

Verlente

Estimetlon .67 .63 .66 .72 .68 .69 .65

VI .0055 .0044 .0009 .007 .006 .006 .005

.004

.43

.0045

.67

VI

Estlmetlon

.0036 .0008 .006 .005 .005

----- ---------1-----+-------- ----- ------ ---- --------
.63 .2 .71 .68 .60

Verlente .0010 .0009 .0016 .006 .007 .0013 .003

Estlmetlon

K.

Verlente

Estlmetion

Verlente

----
..4- '--. _

Resultats obtenus en incorporant les donnees issues du retrocalcul.

Lb = valeur de base obtenue par ajustement.
LJ = estimations par Jackknite
Lnp = estimation corrigee du biais estime par Bootstrap non parametrique
Lp = idem supra avec Bootstrap parametriQue
Les memes conventions s'appliQuent a K pour detinir par exemple Kb et KJ.
Vl est 1a variance estimee par 1a formu1e 13.
V2 correspond a 1a formule 12.
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Moyenne Mode Mediane
Statistique centrale

Ponderation
1 lb.. lb../Oi 2 1 lb.. 1 lb..

Sans retrocalcul

Non perturre 26.8 26. 9 26.6 26.4 26. 5 26.9 26.7
1-

Perturre 26. 7 26.80 26. 6 26. 7 26. 7 27.5 25.8

Non perturre .60 .60 .67 .62 .62 .62 .63
K

Perturre .57 .57 .62 .61 .61 .65 1. 22

Avec retrocalcul

Non perturre 26.2 26. 7 26.3 26.0 26.4 27.1 27.5
1-

Perturre 26.5 26.8 26.7 26.00 26. 3 27.2 27.5

Nonperturre .67 .63 .66 .72 .68 .69 . 65
K

Perturre .58 .54 .56 .70 .67 .63 .60

Tableau IV: Inf1uence d' une erreur de 1ecture de l' age.


