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Résume

La premiére partle est dévolue a une synthése des problémes sta-
tistiques posés par l'ajustem=nt de la courbe de Von Bertalanffy. Un premier
volet de cette synthese est consacrée a la régression classique, sous hypothese
de normalité et d'mdependance des résidus. Le deuxiéme volet est consacré
aux techniques de reechantlllonnage, les points et formules essentiels du Jackknife
et du Bootstrap étant presentes. La possibilité d'utiliser comme valeur centrale
des longueurs pour un age donné, les modes ou médianes, outre les moyennes
anthmetxques, est discutee, en liaison avec les techniques de reechantlllonnage,
les mieux a méme de fournir dans un tel contexte des élements d'inférences.

Un logiciel a ¢été écrit, effectuant des ajustements par les moindres
carrés (éventuellement pondéres)  des valeurs centrales €voquées, et procedant
aux reechantlllonnages classiques. Ce logiciel couvre, en outre, les possibilités
de rétrocalcul. Un exemple est finalement traité.

Summary

This paper is devoted to statistical problems associated to the estima-
tion of the parameters of a Von Bertalanffy growth curve. A {irst part corres-
ponds to theoretical considerations, first within the classical regression point
of view, corresponding to residuals normaly and independently distributed, then
to resampling techniques (Jackknife/Bootstrap). The possibility of using not
only the arithmetic mean of observed lengths for a given age, but also medians
and modes is discussed.

A software has been written in Fortran, which makes it possible
to fit by (Weighted) least squares either mean, median or modal length at age,
and provides estimates of variances/covariances using the classical approxi-
mation within regression theory or resampling techniques. An example, correspon-
ding real data is finally.
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INTRODUCTION

Ie regain @ intérét pour les méthodes reposant sur les
distributions de. longueur (JONES, 1979, 1981) a accru l’intérét pour une
estimation fiable des paramétres de 1’ équation de Von Bertalanffy.

Le développement  des études de sensibilité, et notamment des
méthodes delta (LAUREC et MESNIL, 1985 et LAUREC, 1986) a €galement mis
1’ accent sur la nécessité de disposer & éléments d’ inférences statistiques
sur les estimations obtenues. Dans le méme temps, les techniques de
rééchantillonnage (Jackknife, Bootstrap) se sont développées, dotant les
statisticiens & outils nouveaux. : A

. Le présent. document se situe & la rencontre des besoins et des
possibilités mentionnés. Il présente ainsi un rappel sur 1’ ajustement du
modéle de Von Bertalanffy wvu comme un probléme de regression classique. .
Il aborde ensuite 1’application des techniques de rééchantillonnage, en
s’ efforcant & offrir aux halieutes un sommaire des pointds clés d une
approche statistique dont ils ne sont pas toujours familiers. Au passage,
la possibilité & utiliser comme valeur centrale des longueurs pour un age
donné, non la moyenne arithmétique, mais &' autres statistiques telles que
la médiane ou le mode est évoqué. Le logiciel qui a été développé est
ensuite présenté, avant qu un exemple numérique soit traité.

" 1. Nature du moddle et notations

Ie modele postulé pour décrire la croissance linéaire est le
classique modéle de Von Bertalanffy, selon lequel la longueur observée liy
du j-éme poisson (3 = 1,2,..., ) appartenant au groupe d'age i (i =
1,2,...,1I) s'exprime :

l:Lj = 61 (1 - exp (—92 (t:L - 63))) (1)

ol ®l, ©2 et 63 sont habituellement notés I, K et to
respectivement. En notant © le vecteur colonne des paramétres du modéle,
ce dernier peut s’ écrire sous forme condensée :

lis = £ (s, ©)

ol ti désigne l'age du groupe i, considéré, en général, comme
connu sans erreur.

Les développements qu vont suivre s’inscrivent dans une’
problématique générale, celle de 1’ ajustement de modéle. Il est considéré
"que le choix de la formulation analytique (1) n' est pas arbitraire, et
qu il est légitime de s’ interroger sur la "vraie valeur" que posseédent les
paramétres ©. Cela légitime la recherche & une procédure qui non seulement
résume au mieux les données, mais qui de surcroit fournisse des
estimations les plus proches possible des vraies valeurs (inconnues) des
parametres, tout en demeurant stables & un échantillon & 1’ autre. Cela
nécessite & introduire des notations ne prétant pas a ambiguité ; ainsi,
seront adoptées les conventions d’ écriture :



vrai vecteur des paramétres, inconnu et non aléatoire ;

Gl

8 estimateur de jev, cette notation désignera également les estimations
considérant qu il n'y a pas risque de confusion ;

e vecteur des valeurs courantes.

Dans ce contexte, la longeur ockservée lis (supposée exempte
d’ erreur de mesure) est considérée comme une réalisation particuliére de
la variable aléatoire I. (longueur & 1’8ge ti), dont l/espérance vaut
précisément :

E (Li) = £ (ta,

I

=

(2)

égalité qui. sﬁppdse implicitement que le modéle £ est convenablement
choisi, i.e. quil est exact. La formulation théorique de lis s’ écrit
quant a elle : B A

lig = £ (ta, B) + €1q - (3)

2. Hypothdses usuelles sur la loi des erreurs et critdres
d’ ajustement : A o

Hypothdse a - Ia compatibhilité des équations (25 et (3) implique que les

résidus €1 soient & espérance nulle, i.e. : E (E+) =0, 1i=1,..., I

Cette hypoth&se ne suffit pas pour décider du choix & un critére
d’ ajustement ; la dispersion des erreurs doit également &tre précisée. Le
probléme est alors de définir un corps d hypothéses tel que les variances
soient estimables & partir de l'unique é&chantillon (lis ; i=1,...,I ;
j=1,..., nu). Ainsi : ‘

Hypothése b - Soit V la matrice de covariance des résidus €., €z,... €x.
La deuxiéme hypothése énonce que la répétition des mesures sur un autre
échantillon (lan ; a=1,...,I ; b=1,..., Da) engendre des résidus dont la
matrice de covariance est elle aussi V. ‘ '

Hypothése ¢ - La troisiéme hypothéSe‘ habituellement formulée est celle
d' absence de corrélation entre les résidus :

E (€13 €n1) =0 et E (€14 Etd.) = oyt
h =i oué#é :

Autrement dit, la matrice V est diagonale.

Dans le contexte lindaire, la vérification de a), b) et c)
garantit que 1’/optimisation du critere des moindres carré pondérés est la
"meilleure" méthode & identification des paramétres du modéle, en ce cens
qu elle fournit 1l’estimateur non biaisé de variance minimale. L’ optimalité
de 1’ estimateur des moindres carrés n’ est cependant plus attestée lorsque

le modéle est non linéaire. Aussi, 1’ estimateur du maximum de
vraisemblance lui est-il généralement préférée du fait de ses qualités
asymptotiques : convergence en probabilité, efficience, et distribution

d’ échantillonnage normale (e.g., KENDALL et STUART, 1979).



Il apparait donc nécessaire & adjoindre aux hypothéses a), b) et
c) une spécification de la loi des € pour les deux raisons suivantes :

- pouvoir définir la vraisemblance, qui est entre autres détermimnée
par la densité jointe des résidus,

- donner le moyen de tenter des inférences statistiques dans un cadre

paramétrique.
Hypothése d - L hypothése de normalité de la loi des erreurs est alors

généralement retenue et complétée de la sorte les conditions a), b), et c
deviennent : ‘ '

€ (8) =~ N (O,V) (4)

ou € (B) désigne le I x 1 vecteur des résidus. L' absence de corrélation
c) implique désormais 1’ indépendance. La relation (4) signifie ainsi que B
suit une loi normale centrée, de variance-covarianceN.

. I/ hypothése de multinormalité n'est pas seulement une commodité
de calcul : il peut &tre démontré (cf. par exemple BARD, 1974) que c’est
également le seul moyen de rn'introduire que le mimimum &' information
"exogéne" pour définir la densité & une variable aléatoire dont seules
1’ espérance et la variance sont connues. De maniére qualitative, il ne
faut toutefois pas perdre de vue quelles en sont les implications : les
réalisations de €: se distribuent symétriquement autour de f(ti,8), la
probabilité pour qu’elles s'en écartent de plus de 301 étant quasi-nulle.
Concrétement, cela impose un examen attentif des écarts a 1/ ajustement.

L' hypothése (4) étant admise, il peut alors &tre aisément
démontré que maximiser la vraisemblance é&quivaut a minimiser la forme
quadratique :

S (8) = ¥ e7(e) V-2 e (O) (5)

ou le symbole # désigne la transposition et e(8) le vecteur colonne de
composantes .

er (8) = 11 - f(te,8) , 1i = I lug/ma (6)
J

Sachant que les éléments diagonaux wi de la matrice V-2
valent :
Wi = ns/oit

alors 1’ estimateur Gwe du maximum de vraisemblance défini par :

S (B) = Min {S(8)}
(5]

\ P \ . < . ~ . -
est bien évidemment identique & 1’ estimateur ©Gwme des moindres carrés
pondérés :

~ I
@) = Min (£ wi e’ (0)) = S ()
l:



En régle générale, les variances O:' sont inconnues et devront
~8tre estimées pour calculer ,le critére S (6) : ¢’ est donc 1’ estimation V
de V, 4a éléments diagonaux ‘QLL qui apparaitra ultérieurement dans les
équations. Il doit par ailleurs &tre souligné que se sont les longueurs
moyennes par  classe & &dge li qui figurent dans 1’ expression de S(8); ce
choix est justifié par le fait que le théoréme de la limite centrale
garantit la tendance vers la normalité de la distribution des 1,
propriété qu1 conduit 4 préférer a 1’ équation (3) le modele :

1. = £(k, ®) + & (N

ou €1 de31gne dans ce cas un résidu aléatoire de dispersion plus faible,
car associé aux moyennes empiriques et non aux observations individuelles
lis.

Hypothdse e - Si aux hypdthéses précédemment retenues est ajoutée celle
d’ homoscédasticité (4) devient :

€ (8) =~ M (0, 0" ) (8)

la matrlce'gﬁ étant la matrice identité. L' estimateur 6mv est alors obteu
en minimisant la somme des carrés des &carts :

S (6wv) = min {e(G)e(G)}
e .

et i1 équivaut par conséquent a l'estimateur'gmv des moindres carrés non
pondérés. Cependant, si le nombre n: @ observations n’est pas le méme dans
chacune des.I'classejd'age, le critére s’ exprime :

S (8) = T nu es* (0) (9)
i

3. Approximation analytique de la matrice de covariance des
paramétres sous )’ hypothése de normalité

Soit I la matrice des données, i.e. la matrice (lis) des valeurs
observées. Elle peut &tre considérée comme un ensemble de‘réalisations
particuliéres des variables aleat01res<J¥ ’ observations a partir
desquelles est obtemue une estlmatlon 8 de ¢ B. Un échantillon différent L +
8L fournirait une autre estimation 8 + §6. Si les deux échantillons sont
saisis selon le méme protocole sur le méme stock de poissons, il est
souhaité que _la norme du vecteur 86 soit faible, - autrement dit que
1’ estimateur 8 soit stable. La methode habituellement employée pour jauger
la plus ou moins forte sensibilité de B aux fluctuations d’ échantillonnage
de \. consiste a quantlfler la dispersion de la distribution
d’echantlllonnage de B, i.e. & calculer une estimation approchée V(e) de
la matrice V(8) de covariance des parametres.

La démarche qui va suivre est empruntée a BARD (1974) La
meilleure estimation © est celle qui définit un extremum du critere S,
fonction des données L ; donc :

S (6,1)/ 30 =



Si les données sont légeérement perturbees (e. X la matrice des
données devient L + 8L) , la nouvelle estimation 8 + 80 satisfait de méme
la condition nécessaire :

35 (6 + &8, L + 8L)/90 =

Ie developpement de TAYIOR du premier membre au voisinage de
(e L) conduit & 1’ approximation, en ne retenant que les termes &’ ordre 1 :

3S (6 + 88, L + 80)/36= 9S(6,L)/90 + (3'S(8,1)/3") &6 + (3'S(6, L)/%03L)8L

Soit encore, aprés élimination des termes égaux au vecteur nul :

(9'S(B,L)/38") 86 + (3°S(8,L/303L) 8L = 0

donc : 88 = -H-1 (3° S(,L)/363L) 8L

ol H désigne le Hessien du critire S évalué &4 © =
Par définition : V (8) = E (56 887).

On en déduit :

V() = f-1 (3*8/303L) E (SLSLP?) (9'S/s0aL)*H-* |  (10)

od S est 1 abréviation de S(§, L). Cette formule approchée est
d’ application trés générale, deés lors qu' est estimée, ou bien postulée, la
matrice V de covariance des données (i.e., des erreurs) ; en effet :

E (518L) = E (€(8) €(®)) =V
La condition de normalité, qui Jjusqu ici n’'a pas été prise en
compte, peut désormais @&tre introduite. Ainsi, sous 1’hypothése (4) et

avec le critére (5) :

35/30 = B¥ V-1 e(8)

387000 = BIYP-12 (11)

~ . AL
ol B est la I x 3 matrice & éléments bip :
N -~ . 7~
bip = -3e4(8)/30e = 3f (t«,©)/36s, p = 1,2,3

avec e1(6) et £(ti,B) définis par les équations (6). En introduisant (11)
dans 1’ expression (10) de V(6) est cbtenue 1’ estimation approchée :

P EAS 7~ IN_ A~ AL /N
V(B) = H-2» BfV-1 B H-2 (12)

La formule (12) nécessite le calcul des éléments hpg du Hessien :

hpg = 3" S/39:36«
=- T 1 e1d'fi/Ge0zx+ I _1 (5fr/360) ( £1/36q)
i Vii i Vvii

ol es et fi ddsignent respectivement es(6) et £ (ts,©).




méthode de Newton-Raphson peut &tre employée ici: elle consiste & ne
retenir que le second terme de 1l'expression hpq, considérant que les
écarts e:i sont petits, spécialement au’voisinage de 1’ optimum ; & ou :

H = Brv-* B

Avec cette simplification, (12) devient :

V(B) - H-2 =~ (Br¥-2 By2 (13)

Et 'en _ ajoutant 1’hypothése & homoscédasticité (cf. (8)),
1’ estimation ¥ (e) s’ exprime simplement :

V@) = (& (z ns (3f/0) (3Fa/0)%)-2 (14)
~ 3]
avec : ] ¢ =T n's e1(B)/4 (15)
oud = Imi ouIni - 3 selon que l’on utilise l’ estimateur du maximum de

vraisemblance ou une estlmatlon non biaisée pour o.

Le vecteur colonne af:./a 6, evalue a Yl optimum du critére S,
a pour composantes (cf. équation (1)) :

- exp (—92 (t.-x. 93))
A( —93) exp( ez(t:x. 33))
2 exp(- ez (ta- 83))

1
62

~
9fi1 /00 = K
-610

Les approximations (13) et (14) ne sont qu un cas particulier
& un résultat établi pour une large classe ¢ estimateurs du maximum de
vraisemblance (cf. KENDALL, et  STUART, 1979) : leur distribution
&’ échantillconnage est asymptotiquement normale, de matrice de covariance :

V(6) = - (E (3'1L/3638)* , n-

ou 1L désigne la log Vvraisemblance des n observatlons I! espérance n' est
généralement pas calculée, et sous 1/ hypothese de normallte, Y utlla.satlon
de la "meilleure valeur" 6 =9 conduit 4 : ¥ (e) = H—

approx.lmatlon dont la qualité dépend de celle de 1’ ajustement. Néanmoins,
méme si 1l’ajustement est satisfaisant, 1'estimation V(e) est elle-méme
sujette & fluctuation & un é&chantillon & 1'autre. Aussi faudra-t-il
retenlr, suivant en cela BARD (1974), qu une estimation V (8) obtenue &
partir & un unique “ échantillon ne doit &tre regardée au mieux que ccmme
une approximation rudimentaire, valide a& un ordre de grandeur prés.



4. Estimation non paramétrique de matrice de covariance de
1’ estimateur : application de techicues de rééchantillonnage

Les résultats qui viennent d &tre présentés sont tributaires
d’' une formulation explicite de .la nature de la loi des erreurs. Il peut
cependant &tre considéré que les conditions (4) et (8) sont trocp
contraignantes, voire irréalistes ; en particulier, parce que la densité
normale n' accorde pratiquement aucune chance de réalisation aux événements
"extrémes", i.e. éloignés de la tendance centrale. Plus généralement, le
choix a priori & un modéle de distribution des résidus peut s’avérer
délicat, sinon totalement arbitraire, & ol 1l’idée de s’ affranchir de cette
étape, et de recourir & des procédures @ estimation non paramétriques (aw
sens=de—lldistribution-free"). Le modéle précédemment postulé pour la loi
des €1 sera donc progressivement allégé dans ce qui va suivre.

4. 1. - Abandon de 1’ hypothdse de normalité

Il est supposé que la moyenne de ni longueurs liy du groupe
& 3ge i est exactement décrite par 1’ équation (7) :

| Lo = £ (£, B) + €& i=1,2...,I"
et que : o _
€1, €2,... & correspondant & la fonction de répartition F

E(€L) = 0, E(€i€n) = O* Bin  Sin correspondant au symbole
. de KRONECKER.

La nature de 1la fonction de répartition F n' est pas précisée
il est seulement suppose que la loi des erreurs est & espérance nulle et
de variance inconnue . Sous ces hypothdses, l/estimation généralement
retenue est celle qui réalise le minimum du critére (9) des moindres
carrés (estimation qui désormais ne correspond plus au maximum de la
vraisemblance).

L/ estimateur emc demeure quoiqu’ il en soit une fonction des
erreurs gi, par. consequent il peut &tre noté B (€1,€2,...,€x). La vraie
matrice de covariance V (e) peut donc s’ écrire :

v(®) = V (F,I,e) (= V(F) pour simplifier).

Le probléme est &' obtenir une estimation de V (F). Pour résoudre
cette question, il sera fait appel @ la technique du bootstrap, prdposée
en 1977 par EFRON (EFRON, 1979). La base conceptuelle en est succinctement
exposée ci-aprés. : ~

~ A l'estimation B est associé un ensemble & écarts & 1’ ajustement
es1(8) : ~ — ~
es(B) = 1li - £(ts, 9)

Ces écarts définissent une cumulée empirique E' qui constitue

une estimation de la vraie fonction de repartltlon F. L'estlmatlon
bootstrap de la matrice de covariance est simplement V(e) évaluée a F = F:



¢ ©®) =V (F)

L' utilisation de 1’estimateur naturel V(F) est légitimée par un
résultat fort (théoréme de Gllvenko—Cantelll)

I»> o => Proba { sup | F:: (uv) - F(u) [0 } =

u
. L! expression analytique de V(F) n'étant pas connue, il est
nécessaire de faire appel & une méthode de Monte-Carlo pour. calculer V(P)
I/ algorithme de bootstrap, qui procdde par rééchantillonnage des é&carts, se
déroule en tr01s étapes : : .

Etape (i) = Contrulre la fonction de repartltlon emplrlque
T : attribution de la masse 1/I 3 chaque es (8)
i=1,...,I

Etape (ii) - Extraire de F un "echantlllon bootstrap" de tallle I,
i.e. unI x 1 vecteur e*(e), réalisation de e*(e),

ou : :
€%, €*3,...,€* suivent la fonction de répartition ﬁ
Ies I .- valeurs ey (6) sont simplement obtenues par

échantillonnage aleat01re 51mple, et tirages avec remise, de l’ensemble
des écarts {ei(8),. ..,ez(e)} Il peut &tre noté (EFRON, 1982) que la
proportion attendue des éléments de cet ensemble qui seront absents de
1’ échantillon bootstrap vaut (1-1/I)T = e-3,

Sur 1’ échantillon bootstrap est calculée une estimation C
définie par :
S(6*) = min {S(©)} = min {T we e**+(8)} les ws désignant ici
o 0 i un systeme de
pondération quelconque.

Etape (iii) - Effectuer un grand nombre B de répétitions indépendantes de

l'etape Ei})' afin @' obtenir B "replicats bootstrap" :
6*1,.. B*n, . .. B*s

dont la distribution constitue une représentation de la
distribution & échantillonnage de €. Par conséquent, la matrice de
covariance V (e) est estimée par : ‘

N B ~ -~ ~
$B) =9aF) = (£ (B%m - B%) (Bx - B*)")/(B - 1) (16)
b=1

avece :
N
6%, = ¢ 6*/B
b

En pratique, pour des estimations de variance, le nombre B de
replications doit &tre de 50 & 200 (EFRON, 1981 a,b). Cette seconde valeur
étant communément adoptée. Le nombre 4’ échantillon bootstrap distincts
qu il est possible de créer vaut quant & lui (2 I - 1) (EFRON, 1983), avec
la notation usuelle de combinatoire. ( I



Le bootstrap a été ici présenté dans un contexte relativement
classique : critére des moindres carrés, hypotheése & espérance nulle des
€i. I1 est important de remarquer que la méthode s’ appliquerait tout aussi
bien en dehors de ce cas particulier, par exemple, en supposant les
résidus indépendants €: centrés au sens ou :

Probar (€<0) = 1/2
et en définissant un critére & optimalité tel que : S(8) = & wilei(O)]

L' application de -1’ algorithme permet d'estimer Vv(8) dans ce cas
de figure réfractaire a une analyse standard ' (EFRON, 1979, 1982). A
fortiori, le bootstrap peut fournir une estimation V(e) si l'hypothese de
normalité (8) est conservée : il suffit de remplacer F par Freomm & 1’ étape
(i) de 1 algorithme,

-

Freorm = Nz (e, OII)

: A

oﬁgﬁ’ est définie par (15), et e désigne le Ix1 vecteur de composantes e(9)

Frorm est 1/ estimation paramétrique de F, au sens du maximum de

vraisemblance, d'ol le nom de "bootstrap paramétrique" attribué a cette
approche (EFRON, 1982).

Par ailleurs, il n'a été jusqua présent question que de
1’ estimation de la matrice de covariance des param@tres, mais & autres
quantltes peuvent &tre obtenues & 1’aide de la distribution des replicats
B*s ; par exemple le vrai biais B de 1’ estimateur CE

B=E(B-9) =E (6(F) - 6(F))

peut-étre estimé par :
~ -~ -~ ~ A
B =60~ 6*/B =06 -0*%
b

N
De sorte que les estimateurs ©p peuvent &tre comparés &' apres
leur erreur quadratique moyenngle MSE :
o~ ~ ~ ~,
MSE (6p) = v + B
- ~ ”~ » ! ~ - > O o A
ou Vo désigne le p-eme élément diagonal de V(©).

4, 2. Abandon de 1’ hypothése & une loi commune aux I résidus

A ce stade ne sont plus conservées que les hypothéses a), b) et
c) précédemment énoncées. Il est maintenant admis que la distribution des
€1 change avec 1'8ge ti ; cela inclut en particulier le cas de
1’ hétéroscédasticité . Dans le groupe &' &8ge i, la répartition des lis
autour de f(ts, ©) définit donc n: variables aléatoires €i5 :

€11, €i2,...,€in correspond & la fonctih de répartition Fi
Les seules caractéristiques postulées de la loi Fi étant :

E (€i3) = 0, E (€15 €41) = 04,



®

Il est d autre part suppcs€ qu il n'y a pas de corrélation entre

les résidus associés aux différents 8ges ti :

B (€3 €m) = 0 i, h=1,...,1I h#i

Sous ces hypothéses est choisi le critére & optimalité :

k ni . .
S (B8) = IW; E (i - £ (ts, ©)) = Zw;Z e'is (9) (17)
Coi=l =1 i 3 '

ol wi peut &tre, par exemple, égal a 1 ou d 1/0%i, O'si étant estimé 3
partir des 1lis. Le critére d optimalité peut aussi se référer d une
valeur centrale des li,s, pour i donné, et non aux valeurs individuelles.

De méme que dans le modele de corrélation, 1’algorithme du
bootstrap ne doit pas occulter la dépendance de Fi vis a vis de tsi (cf.
FREEDMAN, 1981). En conséquence, les étapes (i) et (ii) sont modifiées
comme suit : :

Etape (i) - Construction des I estimations ?l avec attribution de la masse
1/rs a chaque e13(0) j=1,2,...,m '

Etape (ii) - La création de 1’échantillon bootstrap procéde par
rééchantillonnage des I groupes &’ dge:

iia - dans le groupe d a@ge ti, échantillonnage aléatoire simple et
tirages avec remise de. ni éléments dans 1'ensemble des écarts
{e11(€v,..,e1n1(éb}. Cette procédure livre’ni réalisations e*is (©) des
variables aléatoires :

A

€*11,..., €*nl correspondant a Fa

iib - puis effectuer I-1 xépétitions indépendantes de 1’ étape (iia)
pour i=2,3,...,I. Ainsi est obtenu 1’ échantillon bootstrap :

A
{e*ij (e) ; j=1, eee, i ; i=1,...,I }
. N pme
auquel correspond 1’ estimation ©* définie par :
A
S(6*) =min { Zws I e*sy® (8) }
5] i j
les wi étant définis selon une procédure quelconque.
I/ étape (iii) de l’algorithme n'est pas modifiée, et
1’ estimation de la matrice de covariance des parametres est donnée par la
formule (16). o
Ici encore, il peut &tre remarqué que lorsque 1f hypothése (4) de

multinormalité est admise, 1’ approximation (13) obtenue par la voie
analytique peut &tre confortée par un bootstrap paramétrique, avec :

o) - N

-~ - . - A ~ A
ou e est le vecteur de composantes exs (8) : es (6) = £ esy (8)/ma
et V la matrice diagonale &’ éléments O ..
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4, 3. Deux cas particuliers typicques des études de croissance

4. 3. 1. Plusieurs couples agé—longueur extraits du méme_iﬁdividu:
abandon de 1’ hypothése de non corrélation des erreurs

Cette configuration se présente lorsque sur chaque poisson d' &ge
ts est calculée & 1'aide & une relation d’allometrle ("rétrocalculée" ), la
longueur qu il mesurait antérieurement aux &ges ticf, ta-g,.. le j-éme
poisson engendre ainsi @ plusieurs couples (liy, ti), Qi-1.3, ta- 9 . ete,
de sorte que l'hypothese d’ absence de correlatlon entre les erreurs €.,
€ - 1,... DC peut plus &tre acceptée.

Le probleme est alors le suivant : une procédure de
reechantlllonnage aléatoire des données doit opérer sur des unités
d’echantlllonnage indépendantes. Dans le cas present, les seuls éléments
saisis 1ndependamment les uns des autres sont les poissons. Ce sont donc
ces derniers cui seront rééchantillonnés.

La technique du Jackkni fe peut aisément &tre appliquée & ce cas.
Introduite par M QUENOUILLE en 1949 (cf. MILLER, 1974), elle fut
originellement congue comme une méthode de réduction du biais. A la suite
d une conjecture de J. TUKEY, elle fut ensuite largement appliquée &
1’ estimation des variances. Elle a, en particulier, été employée pour
estimer la matrice de covariance des parametres dans les modéles de
régression non linéaire (DUNCAN, 1978 ; FOX et al. 1980 ; SIMONOFF et
TSAI, 1986). D'un point de vue,théorique, il a été montré que le Jackknife
est un bootstrap particulier, en ce sens qu il ne rééchantillonne que n
points au lieu de B parmi ‘2 n—l), et qu en outre il ne nécessite pas de

‘n .
procédure de Monte-Carlo car il utilise une approximation par une
fonctionnelle linéaire de la statistique dont' on cherche a apprécier la
variance (EFRON, 1982, 1983). :

”~
I algorithme de calcul de V (6) est le suivant, soit :
{J1, J2,... Jn} l'ensemble des n individus (poissons) qui sont servi
établir la base de données, plusieurs (&ge, longueur) étant associés
chaque poisson. La minimisation du critére (17) permet & obtenir
1’ estimation Gue, qui peut &tre notée :

0 s

B =
B-

,\ -
9 (J:L, JLz,..., Jn)
soit : A :
— e (Jl,-.., Jr—:l.,, Jr*l,..., Jn)
¢’ est-a-dire 1’ estimation calculée avec le méme critére (17), mais apres
suppression des couples (&ge, longueur) obtenus sur le r-éme poisson. En
répétant le calcul pour chacun des n individus J- sont obtenus n vecteurs
Pxr

P = na«: - (n"l) /e\—.r
o ‘
et :
n
P. = ¥ Px/n dites pseudo-valeurs définissant
r=1 1’ estimateur Jackknife

11



La matrice de covariance des paramdtres est estimée par :

. — : .
V(@ = (= (pr-PE ) (P= - P )*)/(n (n-1)) (18)
r—l o

4.3.2. Erreurs & &ageage

La lectfure des pidceS anatomiques  qui enregistrent 1'3age du
poisson est souvent  délicate. Il peut donc 8tre considéré que la base de |
données inclut generalement une certaine proportion & individus auxquels a
été attribué un &ge erroné : pour ceux -ci, le moddle postulé (3 ) est par
conséquent faux.

Il sera supposé que la proportlon des errewrs commlses sur
1’ ensemble des lectures d' 8ge est faible : si tel n' était pas le cas, la
question de 1’ ajustement d’ un modéle aux données seralt alor sans objet.

Le probléme consiste & définir une procédure d’estimation qui
soit la 'moins sensible p0531ble a cette perturbation. Considérons le cas
ou il n'y  aurait aucune. erreur & 3geage. : dans le groupe i, les
réalisations lis de la variable aléatoire I (de densité ¢i) se
répartissent de maniére équilibrée autour de f£(ti, ©J: Supposons. au
contraire qu est introduite une erreur qui, par exemple, surestime de
maniére systématique 1’3ge de certains poissons : des poissons appartenant
en réalité au groupe i-1 (voire i-2 oupire) seront alors classés dans le
groupe i. Cela aura pour effet & épaissir artificiellement vers la gauche
la densité ¢ de la variable "contamlnee" L+ (si on admet que la forme
de ¢u n'est pas affectée dans. le méme temps par l’.erreur consistant a
attribuer aléatoirement quelques individus du groupe i au groupe i-1,
voire i42,...). Un phénoméne symétrique se produira si 1’ erreur tend a

Seugestimer 1’ &ge. .

I/ estimation de 9§ par optimisation & un critére tel que (9)
repose sur une minimisation de la distance au modéle & un indicateur de la
tendance centrale des densités ¢a1. Si les extrémités de celles-ci sont
déformées par des erreurs d dgeage, force est alors -de définir un
estimateur de position qui soit robuste (cf. HUBER, 1972 ; HAMPEL, '1973)
face a ces queues de distribution épaissies.

Le choix de la moyenne arithmétique I:+ se révéle en 1’ occurence
facheux : cet estimateur est réputé particuliérement sensible aux
extrémités de la distribution. Plusieurs . estimateurs de position ont été
propesés, pour lesquels 1’influence des valeurs extré@mes est réduite : les
propriétés des plus classiques & entre eux ont été étudiées par ANDREWS et
al. (1972). Par exemple, la moyenne oo - tronquée (qui appartient a la
classe des L—estlmateurs, i.e. résultant & une combinaison linéaire de
statlsthues d’' ordre) est obtenue en supprimant les [a ni] (avec 0<a<1/2)
premieres et derniére observations ordonnées liy du groupe &’ 3ge i ; en
supposant pour simplifier oani entier :

ni—-ons
li,g = = lis/(ne - 20ns)

j=gna+l
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Aux bornes de A correspondent la moyenne arithmétique usuelle (@
= 0) et la médiane (o= 1/2). L'idée & utiliser la médiane pour calculer
le critére @& écart a4 un modele de régression n'est pas nouvelle ,
attribuée & EDGEWORTH, elle daterait & environ un siécle. Dans cet esprit
peuvent &tre définis : :

er () = ls,2,2 - £ (ta, 6) et S (8) = T wa |es ()]
i |
o8 S (0) = £ ws es’ (O)
i

Les ws définissant un systdme de pondération quelconque.

Il faut toutefois remarquer qu' un estimateur robuste tel que li,

va élaguer symétriquement les deux extrémités de la distribution
empirique des liy. Ce r’est pas la démarche la plus appropriée si 1’ erreur
d’ ageage est systématique (vide supra) : seule la queue de droite est
concernée s'il y a sous-estimation «c¢celle de gauche en cas de
surestimation. Dans l'un ou 1’autre cas, et pour les jeunes classe d &ge
(i.e.. pour lesquelles 1’accroissement Al entre deux &ges consécutifs est
élevé) un second mode tend d se dessiner dans la distribution de longueur
des liy. Etant admis que la proportion des dges erronés est faible, le
mode majeur  coincide sensiblement avec celui qui serait observé en
1’ absence de lectures & dge fausses (sous réserve que les effectifs mu
soient comparables). Au voisinage de Y asymptote de la courbe de
croissance ("vieilles" classes, 0l négligeable), les erreurs Q' dgeage
deviennent pratiquement sans effet.

Soit donc mode:s la position de la classe modale des liy ; s’'il
est suspecté que plusieurs poissons ont é€té classés d tort dans certains
groupes &' 8ge, alors les é&carts aux valeurs calculées par le modéle sont
définies par : ‘

ei(9) = modes - £ (ts, ©)

- 8'il est de surcroit souhaité rn’accorder qu' une influence
réduite aux - écarts les plus forts, alors 1‘’estimateur © défini par
minimisation de :

S(@) =min Zwi [ er(O) |
i

peut étre préféré a 1’ estimateur Gwc des moindres carrés. Dans 1’ un comme
dans 1’ autre, 1l’estimation de la matrice de covariance de 1/ estimateur est
calculée par 1'algorithme du bootstrap (formule- (16)), ou si 1le
rétrocalcul est pratiqué, du Jackknife. Il faut d’ autre part s’ assurer que
les valeurs estimées des paramétres ne sont pas afffectées trop nettement
par le choix de 1’ amplitude de classe de 1’ histogramme des luis.
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. 5, Intervalles de confiance - Région de confiance

5. 1. Intervalles de confiance conditionnels

Les termes dlagonaux ve de la matrlce de covariance V((n
permettent d' associer a chaque estimation ©p (p=1, m ici m=3) un
intervalle de confiance, & condition que s01t connue la distribution
& échantillonnage de 1'estimateur. Lorsqne ® est un estimateur du maximun
de vraisemblance (critére (5) ou (9) sous 1'hypothése (4) ou (8)
respectivement), sa loi tend vers la normalité au fur et a mesure
qu augmente le nombre &’ observations. Par conséquent : ‘

Proba {6p € [6o - ta V%, © + taV¥] } =1 - 24 (19)

ou ta de51gne la borne de quantlle supérieur de taillea de la loi de
Student.

‘ Lorsque la loi des erreurs n'est pag connue, la minimisation
& un critére & écart définit un estimateur "6, dont la distribution
d’ échantillonnage est elle-méme généralement inconnue. Il est néanmoins
possible de construire un intervalle de conflance approche et .non
parametr1que a4 l'aide des replicats bootstrap 6*1;p, ve) B*n 0y ..., OF = p
qui réalisent une estimation de la distribution d’echantlllonnage de 6o
(EFRCN, 1981 a). Soit donc € la cumlée empirique des B replicats
bootstrap : '

C (t) = Proba~ (8% < t) = (4 8% < t)/B
Le symbole §# signifie "nombre de fois ol", et la notaticn Proba-
rappelle que c’'est le statisticien qui crée l'aleat01re en utlllsant
1’ algorithme du bootstrap. L' intervalle de confiance & 100 (1-2a ) % de ep
est borné par les percentiles 100q et 100 (1 - @) de C.
T~ A A A
Soit : € (o) =C* (o) et 6 (1-a) =C-* (1 -a)

. R L .. A
ol 6—1 désigne la fonction réciproque de C; alors :

Proba { 6 € [6pla); 8 (1 =g)] } =1 - 24 (20)

Il convient de ne pas choisir un risque de premiére espéce trop
falble, car 11 n'est pas assuré que les extrémités de la distributicn
empirique des e*b » reproduisent correctement celles de la loi des6, (voir
la remarque de NASH dans la discussion de 1’ article de EFRCN, 1981 a).

Par ailleurs, 1les intervalles (19) et (20) sont conditionnels :
les limites de confiance approchées qui encadrent o sont en effet
déterminées par les wvaleurs des  autres composantes Bz (g #p) de
1’ estimation 6. Usuellement, les intervalles de confiance attachés a
1’ estimation de chacun des paramdtres du moddles sont donnés pour tous les
autres fixés & leur valeur optimale.

5. 2. Région de confiance

Dans 1’ espace paramétrique Rw, la xégion de confiance est le
domaine Da limité par une hypersurface de dimension m-1, et défini/;f par :
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Do si le domaine de dispersion au seuil a attaché & 1’ hypothése 8
contient o, le domaine de dispersion étant limité par une isgl€the de
la densité de probabilité et contenant 1 -oade la probabilite totale.
Si'les domaines de dlper51on sont de morphologie indépendante de 6, et
symetrlque par rapport a © la région de confiance coincide avec le
domaine de dispersion attaché a 6.

Ala différence des intervalles conditionnels, la région de
confiance permet de détecter 1les liens qul existent entre les m composantes
de 6. En régle générale, il ne doit y avoir entre les paramdtres &’ un modéle
que la plus faible dépendance possible ; le modéle de Von Bertalanffy est a
cet égard ' fort peu satlsfalsant compte tenu de la forte corrélation entre
B. et B> (i.e., K et Im). Cela induit dans 1'espace paramétrique un
étirement de 1la reglon de confiance selon une direction de "mauvaise
détermination". Des reparamétrages peuvent &tre utiles (GALLUCCI et QUINN,
1979), les considérations .précédentes pouvant aisément s’adapter a ces
nouvelles formulations des équations de croissance.

L’ équation approchée qui définit la _région Da peut etre ohtenue
par un développement de Taylor du critére S (e) au voisinage de G jusquw a
1’ ordre 2 :

S(e) =s(e) + (9-6)’ (3as(8)/38) + 1/2 (9-6)' H (e-8)
Soit encore, compte tenu de la condition nécessaire &' extr@mum :
s(e) -s(8) = 1/2 (6-8)” H (0-H)
Lorsque 6 est un estimateur du maximum de vraisemblance (critdre

(5) ou (9), la tendance vers la normalité de la distribution permet
&’ écrire, avec 1’ approximation (13) :

DA = { ©: (6-8)7 V-2(8) (6-0) < X'm a } (21)

ol X'm o désigne la borne du quantile de tailleo! de la loi de x* dm
degrésde liberté. Da est alors un m-ellipsoide du volume :

/X md T et (V-2)/T(m/2+1)

et dont le grand axe «correspond d la direction de plus faible
détermination des paramétres 6n. Il est ©&galement possible de définir un
contour exact pour DX (cf. DRAPER et SMITH, 1966 ; BARD, 1974 ; KIMURA,
1980). La non linéarité du modeéle (1) implique alors que le risque effectif
difféere du risque nominal ; en outre, Do n'est plus dans ce cas un
ellipsoide.

. Quand la distribution @’ échantillonnage de'@ n’ est pas connue, il
devient hautement spéculatif de recourir aux équations présentées dans les
ouvrages mentionnés ci-dessus. En revanche, les relations entre paramétres
peuvent 8tre clairement mises en eVldence par une analyse en composantes
principales de la matrice (e*l,.. ,B*n) des replicats bootstrap: les
directions de plus forte et de plus falble détermination correspondent aux
vecteurs propres associés respectivement & la plus petite et & la plus
grande valeur prcocpre de la m x m matrice des corrélations entre paramétres.
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Pour un couple de paramétres, un histogramme bidimensionnel des estimations
bootstrap sera: & autant plus utile quil permettra & apprécier des
distributions non normales et des domaines de dispersion ellipsoidaux.

6. Le logiciel

6. 1. Fonctions générales

Ecrit en Fortran IV pour ordinateur universel, ' il permet
d' effectuer un ajustement par les moindres carrés, éventuellement pondérés,
de longueurs centrales pour des &ges regullerement espacés d' un an. Les
longueurs centrales considérées correspondent & la moyenne arithmétique, au
mode principal ou a la médiane.

La pondération éventuelle peut correspondre aux effectifs, ou

aux effectifs divisés par la varlance estimée des longueurs pour un dge
donné.
Les résultats de 1’ajustement peuvent &tre systématiquement
assortis de variances covariances calculées par la formule 12 et la
formule approchée  13. En outre, <des techniques de rééchantillonnage
peuvent €tre appliquées dans tous les cas : Jackknife, Bootstrap non
paramétrique et Bootstrap paramétrique. Les boostraps peuvent &tre faits en
opérant pour un &8ge avec une distribution. spécifique de 1'3ge. Dans ce
dernier cas on peut recentrer ou non les xrésidus pour garantir que leur
espérance est ou .non nulle, a chaque age. Les éléments &’ inférences fournis
correspondent & une estimation des biais, variances et covariances.’

Le programme prévoit en outre de traiter des dorinées incluant

‘des rétrocalculs, la technique non paramétrique suggérée é&tant -alors le

Jackknife. . . ‘ S

6. 2. Remarques techniques

I/ ajustement par les moindres carrés est effectué selon la
procédure de Tomlimbn et Abramson (1961). Elle s’est en effet avérée trés
rapide, ce qui dans les techniques de reechantlllonnage est essentiel. Pour
le Bootstrap la création de 200 echantlllons a été choisie, sans créer de
probleéme de temps de calcul.

, Les données & entrée sont "prétraitées" par le programme pour
créer des histogrammes de distribution de. longueur. Cela modifie un peu le
calcul des valeurs centrales. Dans le calcul des moyennes arithmétiques
pour chaque classe de taille, la moyenne de la classe est attribuée a tous
les poissons concernés. Pour le calcul du mode, 1la classe de plus forte
fréquence est @& abord identifiée. Si elle est multiple, la moyenne
arithmétique de la valeur la plus forte et de la valeur la plus faible est
considérée. En. cas contraire, une seule classe, correspondant d& un maximum
strict apparaiSSant on considérera d' une part .le centre de la classe
concernée, & autre part le centre des deux classes adjacentes. La valeur
retenue comme estimation du mode sera la moyenne pondérée de ces trois
valeurs, la pondération étant faite selon les fréquences respectives.

Si la fréquence maximale observée est d une extrémité de
1’ histogramme, seule la valeur adjacente interne est considérée.
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Pour le calcul de la mé&liane, du fait de la création d' un
histogramme, la fonction de répartition est discrétisée. La valeur
correspondant & une probabilité de 0.5, définissant la médiane est obtenue
par interpolation linéaire.

6. 3. Développement

La possibilité de construire des  histogrammes uni et
bidimensionnels des pseudo-valeurs (Jackknife) ou des valeurs obtenues par
les échantillons Bootstraps sera introduite au plus t&t.

Dans un deuxiéme temps, la possibilité d' effectuer un ajustement
au sens des moindres valeurs absolues, et non des moindres carrés sera
incorporée. ' o :

Une transcription en Fortran 77 sera enfin effectuée.

Le logiciel. ainsi banalisé sera disponible auprés des auteurs,
sans garantie, ni maintenance. .

7{ Une illustration

I/ impossibilité de  disposer suffisamment t0t & une version
opérationnelle du logiciel a réduit son application a8 un exemple, dont les
conclusions ne sauraient &tre généralisées.

7. 1. Données traitées

Les données correspondantes ont gracieusement été mises & notre
disposition par notre collégue P. BERTHOU (1). Elles concernent des spisules
(Spisula ovafh{) provenant du golfe de Gascogne, pour un gisement et
pratiquement une cochorte. Ces précautions sont liées au fait que 1la
croissance de 1la spisule varie notablement & un banc, et & une cohorte a
1’ autre. Les "longueurs" analysées correspondent d des hauteurs aux anneaux
sur un ensemble de 35 individus.

Les données ont délibérement été tronquées pour créer un
échantillon ou les &ges maximaux considérés se répartissent de fagon
équilibrée de un & sept ans.

Les données de base ainsi définies apparaissent dans le tableau I.

7. 2. Comparaison des différents résultats

Les ajustements ont ¢été faits soit en excluant les données de
rétrocalcul (tableau II), soit en les incorporant (tableau III). Les valeur
centrales et  considérées correspondent aux trois possibilités évoquées
(moyenne - mode principal - médiane).

(1) P. BERTHOU - IFREMER (RH/BPA) - B.P. 337 - 29273 Brest Cédex
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Les ajustements ont été faits par les moindres carrés, soit
équipondérés, soit pondérés par les effectifs, soit enfin pondérés par le
rapport effectif/variance. Cette derniére variante n'a été appliquée qu' aux
moyennes. Les résultats reportés donnent & une part’ valeurs centrales
observées et predltes, d’ autre part les estlmatlons et varlances ‘estimées
pour K et ILem,. a 1’ exclusion de to et des covarlances, pour ne pas alourdir
les tableaux.

. Les technlques de Bootstrap n’ ont pas été appliquées a 1la
31tuatlon autorisant le rétrocalcul, car les hypothéses & indépendance
implicitement requlses ne paralssent‘ pas satisfaites. Les calculs
correspondant a des bootstraps ol la distribution des résidus varie & un &ge
4 1'autre n'ont pas été reportés. Il apparait en effet que les données ne
sont pas suffisamment nombreuses pour estimer un hlstogramme de résidus par

age (bootstrap non parametrlque) ou une variance par age' (bootstrap
paramétrique). - ‘ : " :

~ Les résultats obtenus donnaient des variances systématiquement
plus faibles. On peut 3 cet égard noter que jusqu a présent le probleme du
défaut & ajustement (lack of fit) n'a pas été couvert. Le probléme est
néanmoins réel et sur l'exemple traité un examen des variances résiduelles
comparé a 1’ erreur pure nous montre qu il est mé@me 1mportant Les calculs de
1’ erreur pure, sous hypothese A& homoscédasticité et avec rétrocalcul,
conduisent & une variance estimée & 1.6. Le calcul des variances
résiduelles, aprés regression, par la formule (15) mene, par exemple pour
1’ ajustement pondéré par les ni des moyennes ar1thmet1ques, donne une
variance estimée & 7.3. . Les autres techniques ménent & des variances
analogues. Un facteur de 4.5 apparait donc. On peut voir sur les tableaux II
et III que la plus grave difficulté est liée aux &dges 2 et 3. Les hauteurs
prédites & deux ans sont toujours inférieures aux observatlons, cette
situation 1’ inversant & trois ans. - Lorsque l’on crée une distribution
globale des résidus, la dispersion correspondante confond en réalité erreur
pure et défaut d'ajustement Lorsque 1’ on garde une distribution spécifique
par age, seule l'erreur pure sera prise en compte dans les
rééchantillonages:. Les variances correspondantes seront naturellement plus
faibles. Cette remarque joue aussi quand on effectue des comparaisons avec
le Jackknife, car en 1’occurence les reechantlllonnages ne viennent pas
meler défaut d’ajustement et erreur pure.. Dans "le méme ordre & idée on

notera que les calculs theorlques correspondant aux formules 12 et 13,

lorsqu ils calculent les variances par la formule 15, confondent erreur pure
et 'défaut & ajustement. Sl, . en revanche, on estime directement o1 et wi =
ny/c* s d’apres la distribution des longueurs pour l’age i, seule 1’ erreur
pure sera prise en compte

L/ajustewent par les ni/OL ne correspond ‘pas a des calculs de
Bootstrap dans les tableaux II et III. En fait, les calculs ont été faits,
mais conduisent &d des aberrations. Dans les échantillons Bootstrap i1
apparait systemathuement un ou quelques cas ou une variance o:' est trés
faible, voire nulle pour le Bootstrap non paramétrique, créant ainsi des
pondérations déraisonnables. '

Au delda de ces remarques préliminaires on peut & abord noter la
faiblesse des biais estimés, a4 quelques exceptions ou les variances
correspondantes sont suffisamment fortes pour que l'estimation du biais
paraisse peu ﬂéﬂble Cela recoupe les simulations de VAUGHAN et KANCIRUK
(1982). On peut aussi noter la concordance & ensemble pour l’ ajustement sur
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moyennes arithmétiques, = entre variances calculées par .les formules
théoriques, et estimations - obtenues par bootstrap paramétrique Les
hypothéses utilisées par les deux approches sont en fait les mémes, les
formules theorlques 1mp11quant des  approximations. La seule exception
correspond & 1’ ajustement avec ponderatlon par ni/o-i. La divergence
correspond alors au.fait que le bootstrap opére avec la variance résiduelle
calculée apres regres51on, les formules théoriques utilisant des estimations
directes des oi'. On a dé&jad noté la forte différence, liée au défaut
d’ ajustement. Hors ce cas particulier, les formules théoriques paraissent
respecter, pour les moyennes arithmétiques, les ordres de grandeur.

I/ approximation correspondant & la formule (13) marque cependant un
différence non négligeable avec la formule (12), sans remettre en cause les
ordres de grandeur Elle est systemathuement plus faible. On notera que
l'appllcatlon aux ajustements sur modes et médianes des formules (12) et
(13) méne & de fortes divergences avec le bootstrap paramétrique. Rien ne
garantit en effet, surtout avec de faibles effectifs, la normalité des
résidus obtenus avec modes et médianes.

La comparaison du bootstrap parametr1que et du bootstrap non
paramétrique met en évidence, pour 1l’ajustement sur moyennes arithmétiques,
une bonne concordance. . Cela suggereralt que la distribution des valeurs
individuelles li3 ne joue pas un rdle majeur Cela Y est plus vrai toutefois .
pour modes et médianes.

La comparalson de l'ensemble des autres techniques avec 1le
Jackknife montre cette fois de fortes divergences. Elles peuvent &étre
rapprochées du fait précédemment signalé :le Jackknife ne confond pas erreur
pure et défaut @ ajustement. Les autres techniques, & 1’ exception de celle
opérant une pondération par ni/ci* le font. Elle péchent ainsi par
pessimisme et les variances obtenues par Jackknife sont systématiquement
plus faibles. Toutefois, les résultats correspondant a la ponderatlon par
ni/oi' sont eux "optimistes" par comparaison au Jackknife.

Une comparaison de colonne a colonne montre une plus faible
variance des résultats obtenus en utilisant les moyennes arlthmethues si
1’ on considére les variances Jackknife. C' est particuliérement vrai lorsque
les données de rétrocalcul sont incorporées. Un examen attentif des pseudo-
valeurs, et la possibilité d'un tel examen constitue un réel atout du
Jackknife, montre que celles-ci sont particuliérement variables lorsque 1’ on
Ote un individu parmi ceux &’ 8ge 6 ou 7 ans. L' ajustement est trés sensible
aux valeurs centrales utilisées d ces &ges. Modes et médianes sont plus
sensibles que la moyenne et ce & autant plus que les effectifs 4 6 et 7 ans
sont faibles. I'histogramme & 6 ans obtenu avec xétrocalcul, s’il est
d’ effectif le plus élevé qu’ en 1’ absence de rétrocalcul, ne présente pas de

pic net. Il est donc treés sensible & la perturkation crée par la suppression
& un seul poisson.

Au delda de 'exemple traité, il apparait que modes et médianes
sont des statistiques fragiles quand les effectifs sont faibles.

On peut encore noter que les dlvergences entre résultats,
globalement faibles sur Lw, sont plus:fortes sur K, mais que les divergences
sont plus grandes selon que X on inclut ou non le rétrocalcul que d’ une
technique d’ ajustement & 1’ autre.
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Les comparaisons &’ un systeme de pondération & 1'autre, en gardant
par exemple le Jackknife comme indicateur de 1la stabilité, ne font pas
apparaitre le bénéfice net. & utiliser une technique plutot qu’ une autre.
Tout au plus remarquera -t-on que la pondération par ni/oi® ne parait pas
donner de tres bons résultats. Cela peut &tre rapproché du fait que les
estimations de o0i® obtenus & partir des dispersions des li,3 peuvent &tre
médiocres si les mu sont faibles. )

Equlponderatlon et ponderatlon par les ni ne peuvent en outre étre
comparées unlqpement en termes de variance. Du fait du défaut & ajustement,
ce n'est pas exactement la méme courbe qui est estimée lorsque 1’ on passe
d’un systéme & ajustement 4 1’autre. C' est particuliérement vrai en cas de
rétrocalcul, ou les effectifs aux jeunes ages sont largement plus forts.
Dans le cas traité les divergences sont modérées, mais le tableau III fait
néanmoins apparaitre des - valeurs toujours plus fortes pour K en cas
d’ équipondération. - ' ' ‘ '

‘7 3. Perturbation des lectures d’ age

A partir des donnees correspondant au tableau I, un jeu perturbe a
été créé en introduisant un "faux" anneau, & ml-dlstance entre les "vrais"
premiers et seconds anneaux, pour. les individus 1,6,13, 18 et 23. Les
résultats obtenus par les différentes techniques apparaissent dans le
tableau IV. Les pertubations sur Lw sont globalement faibles. K est plus
sensible, et globalement ce sont les méthodes utilisant le mode qui
résistent le mieux. Ce résultats est strictement conforme aux espérances, &
1’ exception des performances médiocres des résultats 1iés d la mé&diane.

Les illustrations devront &tre multipliées, mais il n' est pas
étonnant que 1/utilisation des - modes protége mieux contre les erreurs
d’ageage, tout en étant plus sensible aux variabilités individuelles de
croissance, car la détermination du mode principal n'utilise qu’ une fraction
de l'information apportee par la dlStrlbuthD des longeurs pour un age
donné.

CONCLUSION

Le loglclel developpe permet d’appllquer a l'ajustement de la
courbe de Vbn Bertalanffy des procédures désormais classiques en
statistiques, mais qui 3 notre connaissance nf avaient pas fait l'objet d’ une
application systématique a ce probléme particulier.

Seule, 1’ expérience accumulée sur un ensemble de cas réels, et de
données simulées pour couvrir des difficultés précises permettra d' apprécier
le mérite relatif des différentes procédures. La question des défauts
d ajustement mériterait dans ses simulations une attention particuliére.
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Age

Individus 1 2 3 4 5 6 7

1 10,0 | 17.0 | 22.0 | 23.0 | 24.0 | 24.3 | 25.0
2 08.5 | 16.0 | 21.4 | 23.6 | 24.3 | 24.5 | 25.0
3 08.0 15.0 20.0 22.0 22,5 23.0 24.0
4 05.0 | 13.0 | 20.0 | 23.0 | 24.0 | 25.0 | 26.0
5 08.0 15. 0 20.0 22.0 23.0 24. 2 25.0
6 09.0 16. 0 22,0 24,5 25. 5 26.0
7 08.0 | 15.0 | 22.0 | 24.5 | 26.0 | 27.0
8 07.0 16. 0 22.0 24.0 25.5 26.0
9 08.0 | 16.0 | 22.0 | 24.2 | 25.4 | 26.0

10 08.5 | 16.0 | 22.0 | 24.0 | 26.0 | 26.4

11 08.0 | 16,0 | 21.4 | 23.0 | 24.0 | 24.8

12 08.0 | 15.0 | 22.0 | 24.0 | 24.5 | 25.0

13 08.5 | 17.0 | 23.0 | 25.0 | 26.0

14 09.0 | 16.5 | 23.0 | 24.0 | 24.8

15 10. 0 18.0 24,0 25.0 25. 4

16 09.0 | 14.0 | 2.0 | 23.0 | 24.2

17. 08.5 | 17.5 | 23.5 | 26.0 | 27.0

18 08.0 | 16.0 | 22.5 | 24.0 :

19 09.5 | 17.8 | 23.0 | 25.0

20 06.0 | 12.8 | 18.0 | 20.0

21 07.5 | 16.0 | 23.0 | 25.0

22 08.0 | 17.0 | 22.5 | 24.2

23 09.0 | 18.0 | 23.0

24 07.0 { 15.9 | 20.5

25 07.5 15.0 21.0

26 08.0 | 16.0 | 22.0

27 07.8 | 12.0

28 09.0 | 16.0

29 09.0 14,0

30 08.0 | 15.6

31 09.0 | 17.0

32 09.0

33 06. 8

34 08. 4

35 07.0

Tableau I : Hauteur aux &ges.




Statistiaue centrale Moyenne Mode Hédiane
Pondération
Hauteur anneau 1 m nifos? 1 nt 1 nt
Observée 8.05 8.05 8.05 7.63 7.63 7.8 7.8
! Prédite 7.67 7.59 7.86 7.18 7.08 7.55 7.49
Observée 15.1 15.1 15.1 14.8 14.8 16.3 16.3
2 Prédite 16.33 16.26 16.9 16.28 16.21 16.96 16.96
Observée 21.8 21.8 21.8 21.8 21.8 21.8 21.8
: “Prédite 21.08 21.03 21.52 21.16 21,12 21.99 22.01
Observée 23.9 23.9 23.9 24.8 24.8 25.55 25.55
¢ Prédite 23.67 23.65 23.90 23.77 23.75 24,68 24.71
Observée 25.7 25.7 25.7 25.3 25.3 26,55 26,55
’ Prédite 25.09 25.10 25.11 25.17 25.17 26,12 26,15
Observée 26.16 26.16 26.16 26.16 26.16 27.17 27.17
¢ Prédite 25.87 25.90 25.73 25.92 25.94 26.88 26.92
Observée 25.3 25.3 25.3 25.3 25.3 26.3 .26.3
’ Prédite 26.30 26.33 26.05 26,32 26.37 27.29 27.32
Estimation 26.81 26.87 26.39 26.78 36.82 27.76 27.79
Ly Vi .81 . .46 .10 1.01 .57 .52 .30
Vi .67 .37 .08 .81 .45 .44 .25
Estimation 26,69 26.77 26.55 26.41 26.50 26,95 26.73
ke Variance .19 .24 .38 .22 .28 .98 .69
Estimation | 26.98 27.03 26,68 26.68 27.57 27.66
ter Variance .48 .45 .79 .72 .66 .55
Estimation 26.80 26.66 26.74 26.75 26,54 26,70
te Varience .46 ) .54 1.0% 2.07 6.9 5.9
Estimation .60 .60 .67 .62 .62 .63 .63
Ks . Vi . 009 .006 . 004 0.13 . 008 .006 .004
Vi .007 .004 .003 .009 . 006 .005 .003
Estimation .595 .585 .578 .64 .63 .86 .90
o Veriance .0037 .00¢ 014 .005 . .006 .027 .01?
Estimation .60 .60 .63 .63 .64 .63
o Variance .0045 .004¢ .009 .007 .007 .007
Estimation .596 .61 .63 .62 .64 .63
* Variance . 0060 .005 .015 .009 .013 .012

Tableau II : Synthese des résultats obtenus en excluant le rétro-calcul.

Le = valeur de base obtenue par ajustement.

Ly = estimations par Jackknife

Lne = estimation corrigée du biais estimé par Bootstrap non paramétrique
Ls = idem supra avec Bootstrap paramétrique

Vi est la variance estimée par la formule 13.
V2 correspond a la formule 12,

Les mémes conventions s'appliquent & K pour définir par exemple Ko et Kg.



Statistique centrale Moyenne Mode Médiane
Pondération
Hauteur anneau 1 nt nifos? 1 nt 1 ni
Cbservée 8.5 8.5 8.5 8.6 8.6 9.57 9.57
' Prédite 8.25 8.32 8,38 8.37 8.42 9.38 9.39
. Observée 16.11 16.11 16.11 16.46 16.46 17.32° 17.32
? Prédite 17.03 16.87 17.0¢4 17.90 17.25 18.23 18,08
.Observée 22.19 22.19 22.19 22.60 22.60 23.40 23.40
} Prédite 21.52 21.43 21.51 21,81 21.73 22.68 22.6Y
Observée 24.18 26,18 24,18 24.4% 26.64 25.33 25,33
¢ Prédite | 23.81 23.87 23.83 23.96 24,02 24.90 24.97
Observée 25.09 25.09 25.09 24.75 24.75 25.93 25,93
® Prédite 26.98 25.17 25.03 25.01 25.18 26.01 26.18
Observée 25.5 ° 25.5 25.5 25.50 25.50 26,50 26.50
’ Prédite 25.58 25.86 25.65 25.53 25.77 26.56 26.82 .
Observée 25.5 25.5 25.5 25.50 25.50 26.50 26.50
’ Prédite 25.89 26.24 25.97 25.78 26.07 26.83 27.15
Estimation 26.21 26.67 26.31 26.02 26.38 27.11 27.50
L Vi .29 .49 .07 .29 .50 .28 .48
V2 .25 .42 .06 .26 44 .25 .41
Estimation | 26.20 26.60 26,38 25.97 26.21 29.50 31,47
o Variance .11 .17 .21 .98 1.3 .32 .79
Estimation
Lne
Variance
Estimation
L
© o Variance
Estimation .67 .63 .66 .72 ..68 .69 .65
Ke Vi .0055 L0044 .0009 .007 .006 .006 .005 ‘
"V .0045 . 0036 .0008 . 006 .005 .005 .004
Estimation .67 .63 2 .1 .68 .60 .43
* Variance .0010 .0009 .0016 .006 .007 .0013 .003
Estimation
Kn»
Variance
Estimation
K
Variance

Tableau III : Résultats obtenus en incorporant les données issues du rétrocalcul.

Le valeur de base obtenue par ajustement.

Ls estimations par Jackknife

Lnp = estimation corrigée du biais estimé par Bootstrap non paramétrique
Le jdem supra avec Bootstrap paramétrique

Les mémes conventions s’appliquent & K pour définir par exemple Kv et K.
V1 est la variance estimée par la formule 13.

V2 correspond & la formule 12,



Moyenne Mode Médiane
Statistique centrale
Pondération
1 N4 ne /012 1 ni 1 N

Sans rétrocalcul

Non perturbé| 26.8 26.9 26. 6 26. 4 26.5 26.9 26.7
- Perturbé 26.7 26. 80 26. 6 26. 7 26.7 27.5 25.8

Non perturbé . 60 . 60 . 67 . 62 . 62 .62 . 63
¢ Perturbé .57 . 57 .62 .61 .61 . 65 1. 22
Avec rétrocalcul

Non perturbé| 26.2 26.7 26. 3 26.0 26. 4 27.1 27.5
- Perturbé 26.5 26. 8 26. 7 26. 00 26.3 27.2 27.5

Non perturbé . 67 . 63 . 66 .72 . 68 .69 . 65
5 Perturbé .58 .54 . 56 .70 . 67 .63 . 60

Tableau IV : Influence d une erreur de lecture de 1’ age.




